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 التشابى

 التشابى 

ٖكاه عَ غكمين أٌّىا وتػابّاُ إذا كاُ أحدِىا 

وطابل للاخس بعد إجساٞ تحجٗي عمْٗ ضٕاٞ تكبير أ 

 تصػير  وع  إوكاٌٗٛ التأثير عمْٗ بدٔزاُ أٔ اٌتكاه 

 تشابى المضلعات 
 

ا اذ لهىا ٌفظ العدد وَ الاضلاع  وضمعاُ ٖتػابْ 

 تٕفست الػسٔط الاتٗٛ 

 ٖا المتٍاظسٚ وتطأٖٛ  الصٔا (ٔ)

 الاضلاع المتٍاظسٚ وتطأٖٛ  ( ٕ) 

 

 ففٜ الػكن المكابن 

 

 

 

 

 

 

 

 ِ٘ h f O x  ،s w U gغسٔط تػابْ المضمعين  

 تٍاضب الاضلاع  : (ٔ)

D  hx x O O f fh

sg gU Uw w s
    =ٌْصبة التعاب   

 أو وعاون التعابْ 

 

 تطأٙ الصٔاٖا  (ٕ)

D R(h  = )̂R(s ،  )̂R(f  =)̂R(w  )̂ 

   ،R(O  =)̂R(U  ، )̂R(x =)̂R(g )̂ 

 
 : وإذا كانت المضلعات متاشبوى فإنى 

         تتٍاضب الاضلاع   تتطأٙ الصٔاٖا 

 

 

 

 

 ملاحظات مونة 

 

لك٘ ٖتػابْ وضمعاُ لا بد وَ تٕافس الػسطاُ  (ٔ)

 وعا ٔلا يمكَ التػابْ بتٕافس غسط ٔاحد فكط 

 تػابّاُ بالسغي وَ  تٍاضب الاضلاع فالمعين ٔالمسبع لا ٖ

 أالمطتطٗن ٔالمسبع لا ٖتػابّاُ بالسغي وَ  تطأٙ الصٔاٖ

 

  المطتطٗن ٔالمسبع 

 

 

 

 

 

بملاسظة العكمين  نجد تصاوي السوايا المتٍاظرة فى 

المصتطين والمربع وبالرغي وَ ذلك العكمين غير 

 وتعابّين  

 

  المسبع ٔالمعين 

 

 

 

 

 

 

  

العكمين الصابكين  نجد أُ  ٍِاك تٍاشب  بين  بملاسظة

 الاضلاع ووع ذلك المضمعين غير وتعابّين 

 

المضمعاُ المتطابكاُ ٖكٌٕاُ وتػابّاُ ٔالعكظ  (ٕ)

 غير صخٗح داٟىا 

 

وعاون التػابْ = (ٖ)

ر مناظ هال مضلعل يال ثان ال

د مضلعأضلاعأح لال الأو
 

 

  1إذا كاُ وعاون التػابْ ) ٌطبٛ التػابْ ( =  (ٗ)

 ٌٕاُ وتطابكاُ فإُ المضمعاُ ٖك

 

 المضمعاُ المػابّاُ لجالح ٖكٌٕاُ وتػابّاُ  (٘)

 

كن المضمعات المٍتعىٛ التي لها ٌفظ العدد وَ  (ٙ)

 الاضلاع تكُٕ وتػابّٛ

 

 ٌٕاتج التػابْ  ِ٘ (7)

   ٚتطأٙ الصٔاٖا المتٍاظس 

  ٚتٍاضب الاضلاع المتٍاظس 

h 

f 
O 

f 
 

  

 

s 

w U 

g 

s 

w U 

g 

h 

f 

O 

x 

h 

f O 

x 

s 
w 

U 

g 
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 وعاون التػابْ ( 8)

بين اٝ ضمعين وتٍاظسَٖ فٜ وعاون التػابْ ِٕ الٍطبٛ 

 المضمعين أ الٍطبٛ بين لذٗط٘ المضمعين 

=  وعاون التػابْ
  طوه اى ضمع فى المضمع  الاوه

 الضمع المٍاظر لْ فى الضمع الجاٌي
  

                      =
محيط المضمع الاوه

  محيط المضمع الجاٌي
   

 

  فى الشكل المقابل  1مثال  

  s w U K  المضمع  h f O x  v المضمع

h  f  =ٙ   ،   سمf O  =ٗ   ، سمO x  =9  سم 

x h  =ٔٓ  ،  سمU K  =ٖ.٘  سم 

 

 

 

 

 
 

 

      s ُw   ،wُU    ،s ُK  أٔجد طٕه كلا وَ

 الحل 
e   انمضهعh f O x  v   انمضهعs w U g  

 E  
hx x O O f fh

s K K U Uw w s
    

E 
10 9 4 6

s K 3.5 Uw w s
     

E s w   =
3.5 6

9


   =

1
2

3
 سم  ٖٖ.ٕسم  =  

E  w U  =
3.5 4

9


   =

5
1

9
 سم  ٙ٘.ٔسم  =  

E  K s  =
3.5 10

9


   =

8
3

9
 سم  89.ٖسم  =  

 

  لػكن المكابنفٜ ا:  2مثال 

 "h x i  v  "h f O  

   x ُi       /  /f ُO   أثبت أُ

 سم ، ٗ=  h x:  ٔإذا كاُ

 x f  =ٕ ، سم 

 i O  =ٔ.٘ سم 

  ،f O  =٘  سم 

 أٔجد:

    h ُi   ،x ُi طٕه كلا وَ 

 الحل 
e  المضمع h x i   v  المضمع  h f O  

 ووَ ٌواتر التعابْ 

  تشاوي الزوايا المتناظسة (ٔ)

R   (ٍh x i = )R   (ٍh f O ) 

 وِىا فى وضع تٍاظر  

   E  xُ i      /  /fُ O    

  تناظس  الاضلاع المتناظسة (ٕ)

E  
hi ix xh

hO O f fh
      D 

hi ix 4

1.5 ih 5 2 4
 

 
  

D 
hi ix 4

1.5 ih 5 6
 


  

D  x i   =
5 4

6


  =

1
3

3
 سم  ٖٖ.ٖسم  =  

D  ٙ  ×h i  =ٗ  ( ×h i  +ٔ.٘  ) 

D  ٙ h i  =ٗ h i  +ٙ  

  ٙ h i – ٗ h i  =ٙ    D  ٕ h i  =ٙ  

E h i  =
6

2
 سم  ٖ=  

 

  فٜ الػكن المكابن : 3مثال 

 "x f h v   "h f O     ،R    (ٍf h O = )9ٓ     ْ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سم  h f  =8،  وإذا كان   h x n f O    أثبت أُ

 ،h O  =ٙ  سم  أوجد طىلf x  
 

 الحل 
 e   "x f h v   "h f O    

 ووَ ٌواتر التعابْ 

  تشاوي الزوايا المتناظسة (ٔ)

R   (ٍf x h = )R   (ٍf h O  ) =9ٓ     ْ 

 E  h x n f O   

h 

f O 

x 

 سم  ٗ

 سم  ٓٔ
s 

w U 

K 

h 

f 
O 

 سم  ٘

x i 

h 

f O x 
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  تناظس  الاضلاع المتناظسة (ٕ) 

E  
xh hf fx

hO O f fh
      D 

xh 8 fx

6 O f 8
  

ٌلاسظ عدً ودود ٌصبة وعمووة  بالتالى يجب إيجاد 

 باشتخداً فيجاغورخ   f Oالضمع  

  hانقائم فً   h f Oفً انـ "   

 (f O)
ٕ
  ( =h f)

ٕ
  ( +h O)

ٕ
  

f O          =8
 ٕ

  +ٙ
 ٕ

        =ٙٗ +ٖٙ       =ٔٓٓ =ٔٓ  

 فى ٌواتر التٍاشب   f Oوبالتعويض عَ قيىة  

xh 8 fx

6 O f 8
    D  

xh 8 fx

6 10 8
   

f  x   =
8 8

10


 سم    ٗ.ٙ=  

h x  =
6 8

10


  سم   8.ٗ= 

 

  فٜ الػكن المكابن:  4مثال 

 سم ٕٔسم ،  8 وطتطٗلاُ  وتػابّاُ بعدا الأه

ٔعسض أٔجد طٕه سم ،  ٕٓٓ ٘ٔلذٗط الجاٌ،  

  الجاٌ٘ ٔوطاحتْ المطتطٗن

 الحل 
يتعابْ المصتطيلاُ إذا تٍاشب طوه وعرض اسدِىا وع 

 ٌظائرِىا فى الاخر 

 

 

 

 

 
e  انمستطُمh f O x v  انمستطُمs w U g  

 وَ ٌٕاتج التػابْ :

 تناسب الاضلاع المتناظسة : (ٔ)

sw wU Ug gs

hf f O Ox xh
    D  

Ug gs

8 12
  

 
3 12 gs

2 8 Ug
     D s g  =ٖ   ،   $g U  =ٕ $ 

  ٕٓٓ=  s w U gومحُط  

E  s g  +g U  =ٌصف المحيط  =ٔٓٓ      

  ٖ  + $ٕ  = $ٔٓٓ     D  ٘  = $ٔٓٓ   

 = $
100

5
 =ٕٓ  

E  s g  =سم   ٓٙ=  ٕٓ×  ٖ$ =  ٖ=  الطوه 

E g U = سم    ٓٗ=  ٕٓ×  ٕ$ =  ٕ=   العرض 

سم ٕٓٓٗ=  ٓٗ×  ٓٙ=   العرض×  الطوه=  المصاسة
ٕ
  

 

  فٜ الػكن المكابن:  5مثال 

  s w U K غبْ المٍخسف h f O x v غبْ المٍخسف

f O     /  /h x   ،h x  =8  ، سمf O  =ٔٙ  ، سم 

s w    ِ  =ٕ    ، سمR    (ٍf = )R   (ٍO = )ٗ٘    ْ 

  ٔوعاون التػابْ   h ُf    ،s ُK طٕهأٔجد 

 s w U K ٔأٔجد لذٗط المضمع 

 

 

 

 

 

 

 الحل  
  h f O xأولا فً انشكم 

 

 

 

 

    n f Oو  h i n f O    ،x ٌرشي

e h i    /  /x   ،  وh x    /  /i     و 

         E  h i  وx     مستطُمE h x  =i  = سم  8و 

e R(f =)^R(O =)^ٗ٘   ،R(f iĥ =)R(O ^وx =)9ٓ     

E ظبْ المٍشرف h f O x  وتصاوي الصاقين  h f  =O x  

 E   "h f i  `   "x O  وكلاِىا وتصاويا الصاقين  و 

E f i  و =O  =
8 16

2


 سم  ٗ=  

(h fمه فُثاغىرث : )   
ٕ
  ( =f i)

ٕ
  ( +h i)

ٕ
  

 h f        =ٗ
 ٕ

  +ٗ
 ٕ

        =ٔٙ  +ٔٙ   =  ِٖٕ   =ٗ    ِٕ  

e  ظبْ المٍشرف h f O x v ظبْ المٍشرف s w U K  

 E 
hx x O O f fh

s K K U Uw w s
     D 

8 2 r 4

s K 2 r
  

K s  =
2 r 8

2 r 4


ٕ  سم 

h 

f O 

x s 

w U 

g ٕٔ  سم 

 سم 8

h 

f 
O 

x 8  سم 

 سم  ٙٔ

 سم     ِٕ  

s 

U w 

K 

h 

f O 

x 8  سم 

 و i   سم  ٙٔ
ٗ٘ 
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   ْوعاون التعاب=  

اى ضمع وَ المضمع الاوه

 الضمع المٍاظر لْ وَ المضمع الجاٌي
  

                             =
2 r 4

2 r
  =ٗ   

 
محيط الاوه

محيط الجاٌي

 = 
اى ضمع وَ المضمع الاوه

 الضمع المٍاظر لْ وَ المضمع الجاٌي
   

  

2

2 r 4 16 2 r 4 8

$

  
 = 

2 r 4

2 r
  

2

2 r 8 24

$


  =ٗ  

 D $ٕ  =
2 r 8 24

4


 سم    ِٕ    ٕ+  ٙ=  

 

 المشتطيل الرهبي 

ِٕ وطتطٗن يمكَ تكطٗىْ الى وسبع  ٔوطتطٗن 

ٖػبْ المطتطٗن الاصمٜ بػسط اُ ٖكُٕ طٕلْ اصػس 

 وَ ضعف عسضْ 

 

 النشبة الرهبية 

ِ٘ الٍطبٛ بين  طٕه المطتطٗن الرِبي  ٔعسضْ ِٔ٘  

  11611تطأٙ  

 

 إيجاد النشبة الرهبية 

 
 ػكن المكابنفٜ ال

 

 

 

 

 

 

h f O x طٕلْ  اصػس وَ  ضعف عسضْ   وطتطٗن 

   s  ٔاُ طٕلْسم   ٔ= ٌٔفسض اُ عسضْ 

    f O x hانمستطُم   h f i K  vانمستطُم 
i f fh

xO O f
 D 

1 s 1

1 s


   

s (s – ٔ = )ٔ  D  s
 ٕ

 – s – ٔ  =ٓ  

=  D s  ٔبحن المعادلٛ
5 r 1

2


  =ٔ.ٙٔ8  

 

 تدريبات على تشابه المضلعات 
أٔجد لذٗط سم    ٙسم  ،    ٓٔ  وطتطٗن بعدآ( 1)

وطتطٗن اخس  وػابْ لْ إذا كاُ  وعاون  ٔوطاحٛ

  ٗ=  التػابْ

 

  s f U w المضمع h f O x  v  إذا كاُ المضمع( 2)

  ضمعٔإذا كاُ لذٗط الم   s ُw     /  /h ُx  فأثبت أُ

h f O x  =ٔٗ  ٔلذٗط الػكنسم s f U w  

   h f فأٔجد طٕهسم   ٕ=  s f طٕهسم  ٓٔ= 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تفكُر واقد 

  ,,,,,,,,,,( َتشابه انمستطُلان اذا ٔ)

 

 

  ,,,,,,,,,,,( َتشابه انمربعان اذا ٕ)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f O 

x 

s  

U  

w 

h 

f O 

K 

s 

s – ٔ   

x 

i 
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 تشابى المجلجات 

ْ المضمعات  تػابْ المجمجات حالٛ خاصٛ وَ تػاب

ٔلكَ لك٘ ٖتػابْ المجمجين فإُ غسٔط ذلك اقن وَ 

 غسٔط تػابْ وضمعين 

 ٔلتػابْ وطمىات ٌٔعسٖات ٌٔتاٟج ٌطسدِا فٗىا ٖمٜ 

 

 الحالة الاولى لتشابى مجلجين 

 مشلنة  

ٖتػابْ المجمجاُ إذا تطابكت شٔاٖا المجمح الأه وع 

 ٌعاٟسِا فٜ المجمح الاخس 

 

وجمح وع زوايا وجمح اخر  فإُ المجمجاُ إذا تطابكت زوايا 

 يكوٌاُ وتعابّاُ

 

 فى الشكل المقابل :

 

 

 

  

 

 

 

 إذا كاُ 
 

R (f =) ^R (w   ،   )̂R(h  = )̂R(s  )̂ 

R(O  = )̂R (U  )̂ 

E  "h f O  v   "s w U  

 

  1نتيجة 

إذا طابكت شأٖتاُ  فٜ وجمح ٌعاٟسِىا  فٜ وجمح اخس  

  كاُ المجمجاُ وتػابّين

 

 

لأٌْ إذا تطابكت زاويتاُ فى وجمح وع ٌظائرِىا فى الاخر 

 فإُ الجالجة فى المجمح الاوه تصاوي الجالجة فى المجمح الاخر

بالتالى لاثبات تعابْ وجمجين يكتفى فكط باثبات تصاوي 

 زاويتين فى وجمح وع ٌظائرِىا فى الاخر 

 

 

 

 

 

 ففٜ الػكن المكابن :  

  إذا كاُ :

  ٍ  w `   ٍ   f  

  ٍU   `   ٍ   O  
 فإٌْ ٖكُٕ 

 

 "s w U v  "h f O  

  s `    ٍ  h   ٍ   ٔذلك لأُ

 
 

  ٕنتيجة 

إذا زضي وطتكٗي ٖٕاشٙ أحد أضلاع وجمح ٖٔكطع  

الضمعين الاخسَٖ أ اوتداداتّىا ) المطتكٗىين الحاومين 

 لهىا ( فإُ المجمح الٍاتج ٖػبْ المجمح الاصم٘ 

 

وي زوايا المجمح الاوه وع زوايا المجمح وذلك بصبب اٌْ تتصا

الاخر بصبب التوازي  والتكابن بالرأط او التوازي والاظتراك 

 فى زاوية

   

  -ففى الشكل المقابل :

. 

 

 

 

 

 

 

 

 (    ٕ(                                     ) غكن  1) غكن    

 ( ٔ)فى شكل 
e  بO     /  /i x   ، q h f   ،q h O     اطعين لهىاق   

    E R(f  = )̂R(i    )̂ بالتباده 

    E R(O  = )̂R (x   )̂بالتباده   

e  f  ُi  B  O  ُx    { =h  } 

    E R    ٍ(x h i = )R   (ٍf h O )بالتكابن بالرأط  

  ( ٕ)فى شكل 
e  بO     /  /i x   ، q h f   ،q h O     قاطعين لهىا   

    E R(f  = )̂R(h i ̂x)    بالتٍاظر 

E R(O  = )̂R(h x ̂i  )بالتٍاظر   

     ٍh  وعتركة     

  E  "h i x  v   "h f O  

s 

w 
U 

h 

f O 

h 

f O 

i x h 

f O 

x i 
s 

 U w 

h 

 
O f 
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  3نتيجة 

إذا زضي وَ زأع الصأٖٛ الكاٟىٛ فٜ المجمح الكاٟي عىٕدا  

عمٜ الٕتس فإٌْ بكطي المجمح إلى وجمجين كلا وٍّىا 

 ٖػبْ المجمح الاصم٘ 

 

   -فف٘ الػكن المكابن :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  hُ x n fُ O ٔكاُ  ْ    9ٓ(= h ̂O)بR  إذا كاُ

 فإُ :

 

R(f h ̂O  = )R(f x ̂h  = )R(O x ̂h  = )9ٓ  

  ٍ   f تتىي     ٍ  f h x  ، 

  ٍ   x  h O  تتىي   ٍ   f h x 

                                    D ٍ    f ` ٍ   x h O   

   ٍ    f h x   ٍ  تتمم    x h O   ، 

   ٍ   O    تتمم    ٍ   x h O  

                                    D   ٍO    `  ٍ   f h x     
 

E  ُٕٖك:- 

 "f h x  v  "h O x  v  "f O h  

 ٔوَ ٌٕاتج تػابْ المجمح 

 "f h x  v  "h O x   

 
xf xh hf

xh xO Oh
         D  (h x)

ٕ
   =O x  ×f x  

 

       

  "h O x  v  "f O h 
xh x O Oh

xf hO O f
       D (h O)

ٕ
  =f O  ×O x  

 

    "f h x  v   "f O h  
xf xh hf

hf hO O f
    D   (h f)

ٕ
  =f O  ×f x  

                                D h f  ×h O  =f O  ×h x  
 

 ِٔ٘ بٍٕد ٌعسٖٛ اقمٗدع ٔوا ضبل اثبات ٍِدض٘ لها  

 

 حظات مونة : ملا

ٖتػابْ المجمجاُ الكاٟى٘ الصأٖٛ إذا تطابل فٜ ( ٔ)

 احدِىا شأٖٛ حادٚ وع اخسٙ فٜ المجمح الاخس 

 

ٖتػابْ المجمجاُ المتطأٖا الطاقين اذا تطابل فٜ ( ٕ)

 احدِىا شأٖٛ وع ٌعيرتّا فٜ الاخس 

 

تػابْ المجمجات المتطأٖٛ الاضلاع داٟىا دُٔ ت( ٖ)

 ل  الػسٔط تمكاٟٗا غسٔط ٔذلك   لتخك

 

 حالات تشاوي الزوايا

  قطع وطتكٗي لضمعين فٜ وجمح وٕاشٖا الاخس( ٔ)

 عمٜ الحالٛ الألى  ِٕٕٔ ٌتٗجٛ زقي  

 فٜ الػكن المكابن :

    x ُi         /  /f ُO  إذا كاُ

E  "h i x  v   "h f O  
 

 

 

 

 

 

 
 

وذلك بصبب التوازي  فتتصاوي السوايا بالتباده او 

 ٍاظر الت

 

 إذا تكاطع ٔتساُ داخن داٟسٚ ( ٕ)

 h ُf   B   O ُx    } $ { = 

  h  $O  v  "x  $f"  ٖكُٕ

 

 

 

 

 

 

 

e     ٍh      ٍ،x  محيطيتاُ وعتركتاُ فى ? O f   

     E R   (ٍh = )R   (ٍx ) 

e    ٍO     ٍ،f  محيطيتاُ وعتركتاُ فى ? h x   

     E R   (ٍO =)R   (ٍf ) 

h 

f O x 

h 

f O 

i x h 

f O 

x i 

h 

f 

O 

x 

$ 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

e h ُf   B   O ُx   } $ { = 

     E R(h  ^$O= )R(x  ^$f )  بالتكابن بالرأط 

     

  إذا تكاطع ٔتساُ خازج الداٟسٚ( ٖ)

 h f   ّB   O x  } $ { =  ّ 

   f x   v  $ "O h" $  ٖكُٕ

 

 

 

 

 

 

 

e  $   ٍf x ٙخازجٛ عَ السباع٘ الداٟس h f O x  

     E R $(f ^x = )R(O  )̂ 
 دة والاخري داخمة وكابمة لمىذاورة لهااسداِىا خار   

e  $   ٍx f ٙخازجٛ عَ السباع٘ الداٟس h f O x  

     E R $(x ^f = )R(h   )̂ 
 اسداِىا خاردة والاخري داخمة وكابمة لمىذاورة لها   

  شأٖٛ وػتركٍٛ   $  

 

 إذا تكاطع مماع ٔٔتس خازج الداٟسٚ  (ٗ)

f O ّ B  $hّ    } $ { = 

  h O v  $ "f h" $  ٖكُٕ

 

 

 

 

 

 

 

 

e  $h ّ عٍد لمداٟسٚ مماع h  ،h ُO   فّٗا  ٔتسا  

      E  R $   (ٍh O = )R    ٍ(f ) 

  h O ? مماشية ومحيطية وعتركتاُ فى ٌفض الكوط

 وػتركٛ ٍ   $    
 

  x J h ُf     ،i J h ُO فْٗ"  h f O : 1مثال 

 ،x ُi      /  /f ُO     ،f x  =ٔ.ٕ  ،  سمh i  =ٖ  سم 

h O  =ٗ   ،  سمx i  =ٗ.ٕ  سم 

  h x i v   "h f O"    أثبت أُ( ٔ)

    h ُx     ،f ُO أٔجد طٕه كلا وَ( ٕ)

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

e  x ُi       /  /f ُO     ،h ُf    ،h ُO   قاطعين لهىا   

              E R   (ٍh x i = )R   (ٍf )بالتٍاظر  

              E R  (ٍ h i x = )R   (ٍO ) بالتٍاظر  

    E  "h x i v   "h f O   
 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ 

  تٍاشب الاضلاع( ٔ)

ix ih xh

O f Oh fh
   D  

4.2 3 xh

O f 4 1.2 xh
 


 

 
3 xh

4 1.2 xh



 D ٗ h x  =ٖ h x  =ٖ.ٙ  

 ٗ h x – ٖ h x  =ٖ.ٙ   D  h x  =ٖ.ٙ   سم 

 
4.2 3

O f 4
  D f O  =

4.2 4

3


 سم   ٙ.٘=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f O 

x i ٗ.ٕ   سم 

h 
f 

O 
x 

$ 

h 

f O 
$ 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

 ،  ٔتساُ فٜ داٟسٚ  h ُf    ،x ُO:   2مثال 

 h f ّB  x O  {=  ّi   }حٗح i ٚخازج الداٟس   ،

h f  =ٗ  ، ، سمx O  =7   ،  سمf i  =ٙ   سم 

  h x i  v   "O f i"   أثبت أُ

    O ُi  ثي أٔجد طٕه

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

e     ٍi f O  ٌخارجة عه انرباعٍ اندائرh f O x  

       E R   (ٍi f O = )R    ٍ(h ) 

 إسداِىا خاردة والاخري داخمة وكابمة لمىذاورة لها  

E  "i f O   " ،i x h  

                 R   (ٍi f O = )R    ٍ(h) 

    وعتركة   iٍ               فيّىا  

 

E  "i f O  v  "i x h   
 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ 

  تٍاشب الاضلاع (ٔ)

O i O f f i

hi hx xi
   D  

O i O f 6

10 hx 7 i O
 


 

O i  (O i  +7  = )ٙ  ×ٔٓ  

(O i)
ٕ
  +7  O i   =ٙٓ  

(O i)
ٕ
  +7  O i  - ٙٓ   =ٓ  

 (O i -  ٘ ( )O i  +7  = )ٓ  

O i  =٘    ،سم      أO i  =- 7  ورفوض  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 ، h  وجمح قاٟي الصأٖٛ فٜ h f O:  3مثال 

  إذا كاُ  x لٗكطعْ  فٜ  h x  ّn  f ُO  زضي 

1 x f

2 Ox
    ،h x  =ٙ    ِٕ    َأٔجد طٕه كلا و 

   f ُx    ،h ُf    ،h ُO   

 الحل 
  

 

 

 

e  
1 x f

2 Ox
  D  f x  =ٔ ،   $   x O  =ٕ  $ 

e R   (ٍf h O  = )9ٓ   ،h ُx n  f ُO  

   E  "x f h v  "x h O  v  "h f O  

   x f h v  "x h O" ٔوَ ٌٕاتج التػابْ المجمجين   

  تٍاشب الاضلاع( ٔ)

 
xh hf fx

x O Oh hx
   D 

xh fx

x O hx
  

D  (h x)
ٕ
  =x f  ×O x  

 (ٙ     ِٕ )
ٕ
  =ٔ $  ×ٕ  = $ٕ $

ٕ
  

ٖٙ ×ٕ   =ٕ $
ٕ

   D $
ٕ
  =ٖٙ    D   ِ  = $ٖٙ   =ٙ  

x f  = $ =ٙ   ،   سمx O  =ٕ  = $ٕ  ×ٙ  =ٕٔ  سم 

 

  x f h v  "h f O" ٔوَ ٌٕاتج التػابْ المجمجين   

(h f) ٍٖتج أُ 
ٕ
  =f x  ×f O   

                         = ٙ ×ٔ8  =ٔٓ8 

D h f   ِ  =ٔٓ8    =ٙ     ِٖ    

 

  x h O  v  "h f O" ٔوَ ٌٕاتج التػابْ المجمجين   

(h O) ٍٖتج أُ 
ٕ
  =O x  ×f O    

                       = ٕٔ  ×ٔ8   =ٕٔٙ  

   h O   ِ   =ٕٔٙ   =ٙ     ِٙ    

 

 

 

 

 

 

 

h 
f 

O 

x 

i 

h 

f O x 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

  فٜ الػكن المكابن:  4مثال 

 

 

 

 

 

 

 

R   (ٍh x i = )R    ٍ(O ، )h x  =ٗ ،  سم 

 h i  =٘   سم ،x i  =ٙ  ،  سمi O  =ٖ  سم 

   x ُf      ،f ُO    أٔجد طٕه كلا وَ 

 الحل 
  h x i    " ،h O fانـ " 

                   R   (ٍh x i = )R    ٍ(O   )وعطي 

  وعتركة  hٍ               فيّىا

 

E   "h x i  v   "h O f  

 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ المجمجين   

  تٍاضب الاضلاع( ٔ)

ih ix xh

fh f O O h
   D  

5 6 4

fh f O 8
   

 
6 4

f O 8
 D  f O  =

6 8

4


  سم  ٕٔ=  

 
5 4

fh 8
 D  h f   =

5 8

4


  سم  ٓٔ=  

E x f  =ٔٓ – ٗ  =ٙ  سم 

 

  ابنفٜ الػكن المك : 5مثال 

x f  ّمماع عٍد f   ،x O  ّٜقاطع لمداٟسٚ ف h  ،O  

   x f h v  "x O f: "  أثبت أُ  الترتٗب عمٜ

 سم  . ٘=  h ُOسم  ،  ٗ=  x ُh  ٔإذا كاُ

   x ُf أٔجد طٕه 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e  x f  ّمماط لمدائرة عٍد f  ،h f  وتر 

               E R (ٍ   x f h = )R    ٍ(O ) 

   h f ? ومحيطية وعتركتاُ فى ٌفض الكوط مماشية

 E  " انـx f h   ،x O f  

                 R (ٍ   x f h = )R    ٍ(O)   إثبات  

 مشتركة                 xٍ              فيّىا 

 

E  "x f h v  "x O f    
 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ المجمجين   

  تٍاضب الاضلاع( ٔ)

hx hf fx

fx f O O x
   D   

hx fx

fx O x
 

 (x f)
ٕ
  =x h  ×x O  =ٗ ×( ٗ  +٘  = )ٗ  ×9  =ٖٙ   

x f   ِ  =ٖٙ   =ٙ  سم 

 

  ملحوظة

 إذا تكاطع مماع ٔقاطع لمداٟسٚ خازجّا  فإُ ( ٔ)

 حاصن ضسب جصٟ٘ الكاطع = وسبع طٕه المىاع 

 إذا تكاطع قاطعاُ لمداٟسٚ خازج الداٟسٚ فإُ  (ٕ)

حاصن ضسب = ن ضسب جصٟ٘ الكاطع الأه حاص

 جصٟ٘ الكاطع الجاٌ٘ 

 

 فٜ الػػكن المكابن :   6مثال 

h f O  "ٜقاٟي الصأٖٛ ف h  ،h ُx n f ُO   ، 

  x ُi n h ُf    ،x ُK n h ُO  

 

 

 

 

 

 

 

 

 h i x K أثبت أُ وطاحٛ المطتطٗن

    =h i  ×i f  ×h K  ×K O  

 

 

h 

f O 

x 

i 

h 

f 

O x 

h 

f 
O x 

i 

K 
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 الحل 
e  h x n f O    E  R(f x ̂h=)R(O x ̂h=)9ٓ     ْ 

 

e R(f x ̂h = )9ٓ    ،x i n h f  

E  "i h x v  "i x f   

 ووَ ٌواتر التعابْ تٍاشب الاضلاع كالتالى 

E 
xi x h hi

f i fx xi
  

 D    (i x)
ٕ
   =i h  ×i f   

 i x    = b    i h     ×i f              ( ٔــــــ ) 

 

e  R (h x ̂O = )9ٓ    ،  ْx K n h O  

E  "K O x  v  "K x h  
 ووَ ٌواتر التعابْ تٍاشب الاضلاع كالتالى 

x K x O O K

hK hx x K
  

 D   (K x)
ٕ
  =K O  ×K h  

   K x    =b   K O    ×K h                 ( ٕــــــــ ) 

 

 نجد أُ : (  ٕ( ، )ٔ) وَ

   h i x K  =i x  ×K x وصاسة المصتطين

    =   b h i  ×i f  ×h K ُ ×K ُO     
         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحالة الجانية لتشابى مجلجين 

  1نظسية 

 إذا تٍاضبت  أطٕاه اضلاع وجمجين فإٌّىا وتػابّاُ 

 
أى أٌْ يتعابْ المجمجاُ إذا تٍاشبت أطواه اضلاعّىا 

 المتٍاظرة 

 

 فٜ الػكن المكابن : 

 

 

 

 

 

 

 

إذا كاُ  

Us wU sw

Oh f O hf
   ُفإ 

 "U s w  v   "O h f   

ٔيجب ولاحعٛ اٌْ عٍد ايجاد الٍطبٛ بين كن ضمعين 

فإٌٍا ٌستب اضلاع المجمح الأه ٔالجاٌ٘ ثي ٌكازُ بين 

 الاضلاع بالتٍاظس

 

  فٜ الػكن المكابن : 7مثال 

f   ،w   ،O  ُعمٜ اضتكاوٛ ٔاحدٚ  أثبت أ : 

h f  =ٕٔ  ، سمh O  = f w   =ٔ8 ،  سم 

 w O  =ٙ  ،  سمf s  =9  ،  سمs w  =ٖٔ.٘  سم 

(ٔ " )h  f O v  "s f w  

(ٕ )f O  ٍّٖصف    ٍh f s  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s 

U w 

h 

O f 

h ٔ8  سم 

f 

s 

O 

w 
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 الحل 
 : f s wفً " 

f w  =ٔ8   ،  سمs w  =ٖٔ.٘ ،  سمf s  =9  سم 

 :     h f Oفً " 

f O  =ٕٗ   ،   سمh O  =ٔ8   ،   سمh f  =ٕٔ  سم 

3 18 w f

4 24 O f
   ،

3 13.5 w s

4 18 Oh
   ،

3 9 s f

4 12 fh
   

E 
w f

O f
  =

w s

Oh
  =

s f

fh
  

E   "s f w  v   "h f O    

 ووَ ٌواتر التعابْ 

R    ٍ(s f w   = )R    ٍ(h f O    ) 

E f O  ّفيٍص     ٍh f s  

 

  فٜ الػكن المكابن:  8مثال 

h f O x ٘غكن زباع  ،i J f ُx   : حٗح  

i O fh

O f hx
  ،

f i xf

O f hx
 ُأثبت أ  

(ٔ )h ُx      /  /f ُO     (ٕ  )h ُf      /  /O ُi    

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e 

i O fh

O f hx
  D 

i O O f

fh hx
 ( ٔــــــ ) 

E 
f i xf

O f hx
 D 

f i O f

x f hx
 ( ٕــــــ ) 

E 
i O O f

fh hx
 

f i

x f
  

E  "i f O  v   "f x h  

 ووَ ٌواتر التعابْ 

  R    ٍ(i f O  = )R    ٍ(f x h  ) 

    f ُx عوِىا فى وضع تباده لمكاط

  E  f ُO      /  /h ُx    

 R(f i ̂O = )R(x f ̂h ) 

   f ُi  وِىا فى وضع تباده لمكاطع

 E     h ُf      /  /O ُi     

 

 حٗح   x J f ُO،  وجمح h f O:  9مثال 

 (h x)
ٕ
  =f x  ×x O   ، 

 f h  ×h x  =f x   ×h O   

 :  أثبت أُ

(ٔ " )h f x  v  "O h x    (ٕ )h ُx  n  f ُO   

(ٖ )R    ٍ(f h O = )9ٓ    ْ 

 الحل 
 

 

 

 

 

e  (h x)
ٕ
  =f x  ×x O    

h x   ×h x   =f x  ×x O  D 
Ox x h

x h xf
 ( ٔــــــ ) 

 

f h  ×h x  =f x   ×h O D  
Oh x h

f h xf
 ( ٕــــــ ) 

  ( وجد أن :ٕ( ، )ٔمه )

Ox x h

x h xf
 

Oh

f h
  D   E  "O h x  v  "h f x  

 ووَ ٌواتر التعابْ 

 R(O x ̂h = )R (h x ̂f =)
180

2
  =9ٓ    ْ 

  E h ُx n f ُO     

 R (h O ̂x = )R(f h ̂x ) 

 R(h f ̂x = )R(O h ̂x بانجمع  ) 

R (h O ̂x + )R(h f ̂x = )R(f ĥ O ) 

  E R    ٍ(f h O = )9ٓ    ْ 

 
 

h 

f 

O x 

i 

h 

f 
O x 
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  فٜ الػكن المكابن:   11مثال 

h  f  =ٙ   ،   سمf O  =ٕٔ  ،  سمO h  =8  سم 

K O   =ٖ  ،  سمx f  =ٗ.٘  ،  سمx K  =ٙ  سم 

 :  أثبت أُ

(ٔ " )h f O v  "x f K  

(ٕ " )i K  O  وتطأٙ الطاقين  

 

 

 

 

 

 

 الحل 
f  K   =ٕٔ – ٖ  =9  سم 

 :      x f K فً "

f K  =9   ،   سمx K  =ٙ   ،   سمf x  =ٗ.٘  سم 

 :  h f Oفً " 

f O  =ٕٔ   ،  سمh O   =8  ،   سمh f   =ٙ  سم 

3 9 K f

4 12 O f
   ،

3 6 K x

4 8 Oh
   ،

3 4.5 xf

4 6 fh
   

E 
K f

O f
  =

K x

Oh
  =

x f

fh
  

E   "x f  K   v   "h f O    

 ووَ ٌواتر التعابْ 

 R(f K ̂x= )R(f  O ̂h( ـــــــ  )ٔ) 

e  f ُO   B x ُi   { =K  } 

         E R(f K ̂x = )R(i K ̂O( ــــ )ٕ ) 

 ( وجد أن : ٕ( ، )ٔمه )

R(f O ̂h = )R(i K ̂O ) 

E K i  =O i   

 

 

 

 

 

 

 الحالة الجالجة لتشابى مجلجين 

  ٕنظسية 

إذا طابكت شأٖٛ فٜ وجمح شأٖٛ فٜ وجمح اخس ، 

ٔتٍاضبت  أطٕاه الاضلاع  التٜ تحتّٕٖا ِاتاُ  الصأٖتاُ  

 كاُ المجمجاُ وتػابّين 

 

 فٜ الػكن المكابن :

 

 

 

 

 

 

 

 

 : إذا كاُ

 
Us sw

Oh hf
   ،  R    ٍ(s = )R   ٍ( h )  

  U w s v  "O f h: "  فإُ 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s 

U w 

h 
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h 

f 
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i 

x 
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 سم  ٓٔ=  h O،   سم h f O  ، "h f  =8: 11مثال 

 ،f O  =ٕٔ  ، سمi J h ُf    حُجh ُi   =ٕ ،  سم 

 x J f ُO    حُجf x  =ٗ  سم 

  x ُi ٔأجد طٕه  f x i  v  "f h O: "  أثبت أُ( ٔ)

  ٘ داٟسٙزباع h O x i  أثبت أُ أُ الػكن( ٕ)

 الحل 
 

 

 

 
 سم  ٗ=  f xسم   ،   ٙ=  f i x    :f iفً انـ " 

 سم  f h  =8سم  ،   ٕٔ=  f O h   :f Oفً انـ " 

1 6 i f

2 12 O f
     ،

1 4 xf

2 8 hf
   

E  " انـf x i   " ،f h O    

                     
i f

O f
  =

x f

hf
 

       وعتركة   fٍ                 فيّىا

    

E   "f x i  v  "f h O   

 ووَ ٌواتر التعابْ 

 R(f x ̂i= )R(f ĥ O  ) 

 إسداِىا خاردة والاخري داخمة وكابمة لمىذاورة لها 

E  h i x O  ظكن رباعي دائري  

 

  فٜ الػكن المكابن : 12مثال 

 h ُf  B  O ُx   { =i  وكان  } 

 h i  =ٕ  ،  ،  سمi f   =ٗ  سم 

   ،O i  =ٗ   ،  سمi x   =8    سم 

 أثبت أُ : 

 "h O i v  "f x i   

  f x  أٔجد طٕهسم  ٘=  h Oوإذا كان  

 الحل 
 سم  ٕ=  h iسم  ،    ٗ=  O i h    :O iفً انـ "  

 سم ٗ=  f iسم  ،   x i f    :x i   =8فً انـ " 

1 4 i O

2 8 ix
     ،

1 2 ih

2 4 i f
   

e  h ُf  B  O ُx   { =i    } 

           E R(x i ̂f = )R(O i ̂h ) 

E  " انـf x i   " ،f h O    

                     
i O

ix
  =

ih

i f
 

 R(x i ̂f = )R(O i ̂h )              فيّىا

   E   "h O i v  "f x i    

 ووَ ٌواتر التعابْ

 
i O

ix
  =

ih

i f
  =

Oh

x f
  D 

 

Oh

x f
  =

1

2
  

5

x f
  =

1

2
   D f x  =٘  ×ٕ  =ٔٓ  سم 

 

  فٜ الػكن المكابن:  13مثال 

 h f O x  ٘غكن زباع 

 تكاطع  وسضًٕ داخن داٟسٚ 

   iفٍ   h O   ،f x  قطسآ 

 فإذا كاُ
ih hf

Ox xf
  

 أثبت أُ  : 

(ٔ " )h f i v  "x f O  

(ٕ )f x     ٍَىصف  ّh f O  

 الحل 
e    ٍh     ٍ،x ُتان تقابلان انقىس محُط? f O  

                           E R    ٍ(h = )R    ٍ(x( ــــ  )ٔ ) 

e 
ih hf

Ox xf
      E  

ih hf

Ox xf
     ( ٕــــــ ) 

   h f i v  "x f O:  "  نجد أُ( ٕ( ، )ٔ) وَ

 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ 

 تصاوي السوايا ( ٔ)

R   (ٍh f i = )R    ٍ(x f O   ) 

  E f x     ٍَىصف  ّh f O   

h 

f O 
x 

i 

سم  8

 سم 

سم  ٗ

 سم 

h 

f 

O 

x 

i 

h 

f 
O 

x 

i 
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  فٜ الػكن المكابن:  14مثال 

h f O    ، "x J h ُf   ُفإذا كا  h x  =7  سم 

 ،x f  =9   ،  سمf O  =ٕٔ   ،  سمh O  =ٔٓ  سم 

 : أثبت أُ

(ٔ " )h f O v   "O f x  ٔأٔجد  O x  

 زٚمماضٛ  لمداٟسٚ  الماّ O f  أثبت أُ( ٕ)

   h x O"  بسٔؤع  

 

 

 

 

 

 

 الحل 
 : O f xفً انـ "  

O f  =ٕٔ   ،   سمf x  =9  سم 

 : h f Oفً انـ " 

h f  =ٔٙ   ،   سمf O  =ٕٔ  سم 

3 12 f O

4 16 fh
     ،

3 9 xf

4 12 O f
   

 "h f O   " ،O f x    

                     ٍf   وعتركة 

   فُهما        
f O

fh
 =

x f

O f
   

E   "h f O v   "O f x    

 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ 

 تصاوي السوايا  ( ٔ)

R    (ٍf h O = )R    ٍ(f x O   ) 

E    O f ّمماشة  لمدائرة  المارة بروؤط  "h x O   

 

 

 

 

 

 

 العلاقة بين 

 مشاحتى سطحي مضلعين متشابوين

ىٍا ضابكا اُ الٍطبٛ بين لذٗط٘ وضمعين وتػابّين عم

وعاون  =الٍطبٛ بين طٕل٘ ضمعين ممتٍاظسَٖ أ  =

 التػابْ 

ٔالاُ ضٍتعسف عمٜ الٍطبٛ بين وطاحتي وضمعين 

 وتػابّين 

 فٜ الػكن المكابن 

h f O  ،s w U وجمجين قاٟى٘ الصأٖٛ في f  ،w  

 ِٔىا وجمجين وتػابّين 

 

 

 

 

 

 "h f O  v " s w U  

hO O f f h

sU Uw w s
   =

1

3
  وعاون التعابْ=  

 

 " $h f O  =
1

2
  ×f O  ×h f  =

1

2
سم ٙ=  ٗ×  ٖ× 

ٕ
  

"$s w U =
1

2
 ×w U  ×w s =

1

2
سم ٗ٘=  ٕٔ×  9× 

ٕ
   

O fh"$

Uw s "$
 =

6

54
  =

1

9
  ( =

1

3
)

ٕ
( وعاون التعابْ= )   

ٕ 

وسبع =  أٝ أُ  الٍطبٛ بين وطاحتٜ وجمجين وتػابّين 

وسبع وعاون  =الٍطبٛ بين طٕلى اٝ ضمعين وتٍاظسَٖ 

 بْ التػا

 

 

 

 

 

 

 

h 

f O  

 ٗ
سم 
  

  سم ٖ 

s 

w U  

ٕٔ
 

سم 
  

  سم  9

h 

O f 

x 

 سم ٕٔ
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  3نظسية 

الٍطبٛ  بين  وطاحتي  وجمجين  وتػابّين  تطأٙ  وسبع 

  الٍطبٛ بين طٕل٘ اٙ ضمعين  وتٍاظسَٖ  فّٗىا

 

 اثبات النظسية 

   h f O  v  "x i K: "  المعطٗات

 : المطمٕب

 
O fh"$

K ix"$
 ( =

f h

i x
)

ٕ
 ( =

O f

K i
)

ٕ
 ( =

hO

x K
)

ٕ
  

  h s n f O   ،x w n i K  ٌسضي:  العىن

 

 

 

 

 

 

 

 

 :  البرِاُ

e   "h f O v  "x i K  

                  E  R (f = )̂R (i  )̂ 

                    E  
O f f h

K i ix
 ( ٔــــــــــ ) 

e  R (s = )̂R (w = )̂9ٓ   ، R (f = )̂R (i )̂ 

  E  "h f s  v  "x i w   

                    E 
sh f h

wx ix
  ( ٕـــــــــــ   ) 

  =

1
sh O f

2
1

wx K i
2





  =
O f

K i
  ×

sh

wx
  

 ( ٕ( ، )ٔبانتعىَض مه )

 =
O f

K i
 × 

sh

wx
 =

f h

ix
  ×

f h

ix
( =

f h

ix
)

ٕ
   

                ( =)
ٕ
 ( =)

ٕ
 ( =)

ٕ
   

 

سم ٓٓٔ وطاحٛ ضطخْ"  h f O:  1مثال 
ٕ

   زضي  

x i /  /   ّf O  ّٖٔكطع  h ُf   ًفx   ،h ُO    ًفi ا فإذ

 كاُ
2 x h

3 fx
 فأٔجد 

  x f O i وطاحْ ضطح الػكن 

 الحل 
 

 

 

 

e  x ُi       /  /f ُO      

E  "h x i  v  "h f O  

 E 
(ixh")$

(O fh)"$
 ( =

xh

fh
)

ٕ
 

ixh"$

100
 ( =

2

5
)

ٕ
  =

4

25
   

 " $h x i   =
4 100

25


سم ٙٔ=  

ٕ
   

E  انشكم $x f O i  =ٔٓٓ – ٔٙ  =8ٗ سم
ٕ
  

 

  فْٗ  h f O: "  2مثال 
fh

O f
 =

4

3
زسمت الداٟسٚ  

   زضي المىاع لهرٓ الداٟسٚ  fوَ ٌكطٛ  ، المازٚ بسؤؤضْ 

: أثبت أُ    i فٜ ّ h O فكطع
(O fh")$

(i fh")$
 =

7

16
 

  الحل

 

 

 

 

 

 

e  f i  مماس نهدائرة عىد ّf  ،f ُO   وتر  فُها 

           E R (i f ̂O = )R   (ٍh ) 
 أسداِىا مماشية والاخري محيطية وعتركتاُ فى ٌفض الكوط

E  "i f O  " ،i h f  

                   R (i f ̂O = )R   (ٍh) 

   وعتركة    iفُهما           ٍ     

O fh"$

K ix"$

O fh"$

K ix"$

f h

i x

O f

K i

hO

x K

s 

h 

f O 

w 

x 

i K 

h 

x 

f 
O 

i 

h 

f 

O 
i 
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E  "i f O  v  "i h f  

(fhi ")$

(O f i ")$
 ( =

fh

O f
)

ٕ
 ( =

4

3
)

ٕ
  =

16

9
 

E  "($i h f = )ٔٙ "($  ،    &i f O= ) 9 & 

 "($i h f "($ = )h f O  "($ + )i f O  ) 

ٔٙ  " ($     =     &h f O  +   )9  & 

E  " ($h f O = )ٔٙ  &- 9  = &7  & 

(O fh")$

(i fh")$
  =

&7

&16
 =

7

16
  

 

 ْ    ٖٓR   (ٍh=)فْٗ    حاد الصٔاٖا"  h f O: 3مثال 

    i   ،O  ُK   n  h ُf لٗكطعْ فٜ  f ُi  n h ُO يزض
 

 :  أثبت أُ  K  لٗكطعْ فٜ

(ٔ )h K  ×h f  =h i  ×h O  

(ٕ )
(K ih")$

(O fh")$
  =

3

4
 

 الحل 
  

 

 

 

 

 

 

e f ُi  n h ُO     ،O  ُK  n  h ُf  

   E R (h K  ̂O = )R (h i ̂f = )9ٓ    ْ 

 "h K O  " ،h i f  

                R (h K  ̂O = )R (h i ̂f = )9ٓ   ْ 

 وعتركة  hٍ            فيّىا

 

E  "h K O  v    "h i f  

 ٔوَ ٌٕاتج التػابْ 

 تٍاشب الاضلاع  ( ٔ)

hO O K Kh

hf f i ih
   D 

hO Kh

hf ih
  

h K   ×h f   =h i   ×h O      ـــ انمطهىب أولا ــــــــ 

 

e 
hO Kh

hf ih
 D  

ih Kh

hf hO
 

  "h K i    "  ،h O f  

                       
ih Kh

hf hO
 

 وعتركة   hٍ                  فيّىا 

E  "i K h  v   "f O h   

E 
(K ih")$

(O fh")$
 (=

Kh

Oh
)

ٕ
  

=    ٖٓ:    جتا   h K Oفً انـ "  
Kh

Oh
  =

3 r

2
  

E 
(K ih")$

(O fh")$
 (=

Kh

Oh
)

ٕ
  ( =

3 r

2
)

ٕ
  =

3

4
  

 

 باع٘ داٟسٙ فْٗغكن ز h f O  x  : 4مثال 

  x h  ّB O f  { ّi  ،  }زضي  x K   /  /    ّh ُf    ٖٔكطع 

f O   ًفK    : ُأثبت أ 

(ٔ " )i x K  v   "i O x   

(ٕ )
(K xi ")$

(x O i ")$
  =

K i

O i
  

  

 

  

 

 

 

 

 الحل 
e  h f O x رباعي دائري      ٍ،i h f خاردْ عٍد h  

      E R (i h  ̂f  = )R (O( ـــــــــ   ) ^ٔ ) 

e  h ُf      /  /x ُK         ،x ُi      قاطع نهما 

       E R    ٍ(i h f =  )R   (ٍi x K ( ـــــ )ٕ  ) 

 ( وجد أن :ٕ( ، )ٔمه )   

 R   (ٍi x K  = )R(O    ) ^ 

E  "i x K   "  ،i O x   

                  R   (ٍi x K  = )R(O    ) ^ 

  وػتركٛ    iٍ              فّٗىا 

h 

f O 

ٖٓ 

i 
K 

h 

f O 

x 

i 

K 
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E  "i x K  v   "i O x  

 E  
x i

O i
 =

K x

x O
  =

K i

x i
  

  E 
(K xi ")$

(x O i ")$
 ( =

K i

x i
)

ٕ
  =

K i

x i
  ×

K i

x i
  

     =
K i

x i
  ×

x i

O i
  =

K i

O i
   

 

  زسمت   f قاٟي الصأٖٛ  فٜ"   h f O : 5مثال 

   h f s    ،f O w  المجمجات  المتطأٖٛ الاضلاع

 ،h O U  ُأثبت أ : 

 "($h f s "($+)f O w ($ = ) "h O U ) 

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

e  المجمجات h f s  ،h O U  ،f O w  الاضلاع وتصاوية  

  E  "h f s  v  "h O w  v f O w  

E 
(s fh ")$

(UOh")$
 ( =

fh

Oh
)

ٕ
  =

2

2

(fh)

(Oh)
 ( ٔـــــــ ) 

E 
(w O f ")$

(UOh")$
(  =

O f

Oh
)

ٕ
  =

2

2

(O f)

(Oh)
 (ٕـــــــ ) 

 ( :ٕ( ، )ٔبجمع )

(s fh ")$

(UOh")$
  +

(w O f ")$

(UOh")$
  =

2

2

(fh)

(Oh)
 +

2

2

(O f)

(Oh)
  

 
(w O f ")$ (s fh ")$

(UOh")$


 =

2 2

2

(O f) (fh)

(Oh)


  

e  h f O " قائي فى f  وبتطبيل فيجاغورخ : 

 (h O)
ٕ
  ( =h f)

ٕ
  ( +f O)

ٕ
  

E 
2 2

2

(O f) (fh)

(Oh)


  =ٔ  

E 
(w O f ")$ (s fh ")$

(UOh")$


   =ٔ  

 E "($h f s "($+)f O w  "($ = )h O U ) 

  فٜ الػكن المكابن:  6مثال  

h f O  "ْٗف  s J h ُf   ُبحٗح  كاh s  =ٗ  سم 

s f  =ٙ  ،  سمw J h ُO     ُبحٗح كاh w  =٘  سم 

w O   =ٖ   سم 

  h s w  v  "h O f: " أثبت أُ  ( ٔ)

 زباع٘ داٟسٙ   s f O w  الػكن( ٕ)

سم 8( = h s w$)"إذا كاُ ( ٖ)
ٕ
أٔجد وطاحٛ ضطح   

   s f O w المضمع 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
 سم  ٗ=  h sسم   ،   ٘=  h s w  : h wفً انـ " 

 سم  h O   =8سم  ،   ٓٔ= h f O  :  h fفً انـ " 

1 5 wh

2 10 fh
     ،

1 4 sh

2 8 Oh
   

E  " انـh s w    " ،h O f     

                     
wh

fh
  =

sh

Oh
 

       وعتركة  hٍ                 فيّىا

    

E   "h s w  v  "h O f   

 ووَ ٌواتر التعابْ 

 R(h s ̂w= )R(h O ̂f  ) 

 إسداِىا خاردة والاخري داخمة وكابمة لمىذاورة لها 

E  s f O w   ظكن رباعي دائري  

e   "h s w  v  "h O f    

E 
(w s h ")$

(f Oh")$
  =2 21 sh

( ) ( )
2 Oh
  =

1

4
 

8

(f Oh")$
  =

1

4
  

 " ($h O f  = )ٗ  ×8  =ٖٕ سم
ٕ

   

E  ($s f O w = )ٖٕ – 8  =ٕٗ سم
ٕ

   

 

h 

f O  

s 

w 

U 

h 

f O 

s 

w 
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 النشبة بين مشاحتي مضلعين متشابوين

 

  حقيقة 

المضمعاُ المتػابّاُ يمكَ أُ ٍٖكطىا الى ٌفظ العدد 

 وَ المجمجات التي ٖػبْ كلا وٍّا ٌعيرٓ 

   s w U K  المضمع h f O x  v ضمعإذا كاُ  الم

 ٔأوكَ تكطٗي المضمع الأه الى عدد وَ المجمجات 

ٔأوكَ ٌتكطٗي المضمع الجاٌ٘ الى ٌفظ العدد وَ 

 المجمجات بٍفظ التٍاظس ٔالترتٗب لمسؤؤع 

 فإُ وجمجات المضمع الأه تػبْ وجمجات المضمع الجاٌ٘ 

 فٜ الػكن المكابن 

 
 
 
 
 
 
 
 

e  المضمع h f O x  v المضمع  s w U K   

       E  "h f O  v   "s w U  

     E   "h x O  v    "s K U   

 

 والعكص صحيح

 بػسط التٍاظس ٔالترتٗب  

أٝ اٌْ اذا ٔجد عدد وَ المجمجات المتػابّْ  ٔتم تكَٕٖ 

وٍّا وضمعين بحٗح كن وجمجين وتػابّين ٖكٌٕاُ 

 فٜ ٌفظ المٕضع فٜ المضمعين 

 عين المٍػأَٖ ٖكٌٕاُ وتػابّين فإُ  المضم

 

 فٜ الػكن المكابن 

 "h f O v  "s w U    "  ،h x O v  "s K U   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 لاحغ الػكن 

 
 
 
 
 
 
 

E المضمع h f O x  v المضمع s w U K  

 

 4نظسية 

الٍطبٛ بين وطاحتٜ ضطخ٘ وضمعين وتػابّين  

وتٍاظسَٖ  تطأٙ وسبع الٍطبٛ بين طٕل٘ اٙ ضمعين

  فّٗىا

 -: فإُ O v  "s w Uب  h"   إذا كاُ

 

(ٔ)  

2 2 2

2 2 2

(Oh) (Of) (fh) (O fh")$

(Us) (Uw) (w s (Uw s")$
  


 

(ٕ) 
Oh O f fh O fh"

Us Uw w s Uw s"
     

 

 فى الشكل المقابل:

   h f O v  "s w U"  إذا كان
فإُ الٍطبٛ بين وطاحتي المجمجين ٖطأٙ وسبع الٍطبٛ بين  

عّٗىا  أ وٍصفٜ شأٖتين وتٍاظستين فّٗىا أ ازتفا

 وتٕضطاتّٗىا وَ ٌفظ الصأٖٛ 
 

  s gّ  ،h x ّ         ُوٍصفا    

  

 
  

 

 

 

 

     

2

2

(xh) (O fh")$

(gs (Uw s ")$



 

  

 s g ، ّh x ّ     ُوتوشطا           

                                               

 

 

 

 

 

 

        

2

2

(xh) (O fh")$

(gs (Uw s ")$



 

h 

 ب
O 

x 

h 

f 
O 

x 

s 

w 
U 

g 

s 

w U 
g 

h 

f O 

x s 

w U 

K 

h 

f O 

s 

w U 
s 

U 

K 
h 

O 

x 

h 

f O 

x 

w U 

s 
K 

 وصاسة
 وصاسة
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

  

  

  

  

  

  

  

  

 

    s g  ، ّh x       ّ ُارتفاعا 

 

 

 

 

 

 

     

2

2

(xh) (O fh")$

(gs (Uw s ")$



   

 

 نتائج هامة 

الٍطبٛ بين وطاحتي ضطخ٘ وجمجين وتػابّين    ( ٔ)

تطأٙ وسبع الٍطبٛ بين طٕل٘  اٝ ازتفاعين وتٍاظسَٖ 

 فّٗىا 

 

الٍطبٛ بين وطاحتي ضطخ٘ وجمجين وتػابّين    (ٕ)

طٕل٘ اٙ  وتٕضطين تطأٙ وسبع  الٍطبٛ بين 

 وتٍاظسَٖ فّٗىا 

 

الٍطبٛ بين وطاحتي ضطخ٘ وجمجين وتػابّين    (ٖ)

تطأٙ وسبع  الٍطبٛ بين طٕل٘ اٝ  وٍصفين وتٍاظسَٖ 

 فّٗىا 

 

الٍطبٛ بين وطاحتي اٝ وجمجين غير وتػابّين  (ٗ)

الٍطبٛ بين  ×تطأٙ الٍطبٛ  بين اٝ ضمعين فّٗىا 

  الازتفاعين المٍاظسَٖ لمضمعين

 

الٍطبٛ بين وطاحتٜ وجمجين غير وتػابّين   (٘)

ٔوتطأٖين فٜ  الكاعدٚ تطأٙ الٍطبٛ بين الازتفاعين 

 المٍاظسَٖ لمكاعدتين 

 

الٍطبٛ بين وطاحتي ضطخ٘ وجمجين غير وتػابّين   (ٙ)

ٔوتطأٖين فٜ الازتفاع تطأٙ الٍطبٛ بين الكاعدتين 

 المٍاظستين للازتفاعين 

 

 لذٗط٘ اٝ وجمجين أ اٝ وضمعين الٍطبٛ بين  (7)

وتػابّين   تطأٙ الٍطبٛ بين طٕل٘ اٝ ضمعين 

 وعاون التػابْ  =وتٍاظسَٖ فّٗىا  

 

 

وضمعاُ وتػابّاُ الٍطبٛ بين طٕلى :  1مثال 

أٔجد الٍطبٛ بين   ٖ:   ٕ ضمعين وتٍاظسَٖ فّٗىا

  وطاحتي ضطخّٗىا ٔكرلك الٍطبٛ بين لذٗطّٗىا

 الحل 
 

عانمضه الاول مساحة 

 مساحة انمضهع انثاوٍ
 (=

 طىل اي ضهع فً  انمضهع الاول

 طىل انضهع انمىاظر نه فً انمضهع انثاوٍ
)

ٕ
 

مساحة انمضهع الاول

 مساحة انمضهع انثاوٍ
   ( =

2

3
)

ٕ
  =

4

9
   

 
محُط انمضهع الاول

 محُط انمضهع انثاوٍ
 =

لاولا  طىل اي ضهع فً  انمضهع 

 طىل انضهع انمىاظر نه فً انمضهع انثاوٍ
 =

2

3
  

 

وضمعاُ وتػابّاُ الٍطبٛ بين طٕل٘ ضمعين :  2مثال 

فإذا كاُ لدىٕع    ٘:    ٖوتٍاظسَٖ فّٗىا  فّٗىا  

سم 7ٓٔ وطاحتي ضطخّٗىا
ٕ
أٔجد وطاحٛ كلا   

 وٍّىا 

 الحل
 

ضمعالم الأه وطاحٛ 

 وطاحٛ المضمع الجاٌ٘
   ( =1

2

g

g
)

ٕ
  

1

2

$

$
 ( =

3

5
)

ٕ
   =

9

25
    D  $ٔ  =9 $    &ٕ =ٕ٘   & 

e  $ٔ $ +ٕ  =ٔ7ٓ   

9  + &ٕ٘  = &7ٓ  D ٖٗ  = &7ٓ  

 = &
70

34
سم  ٘=  

ٕ
  

سم ٘ٗ=  ٘×  9& =  9=  ٔ= $ وصاسة الاوه
ٕ
  

سم ٕ٘ٔ=  ٘×  ٕ٘& =  ٕ٘=  ٕ= $ وصاسة الجاٌي
ٕ
  

 

 وضمعين وتػابّين  وطاحٛ أحدِىا : 3مثال 

سم 9ٙٔ 
ٕ
ٔكاُ طٕه الضمع سم  ٗ ٔطٕه أحد اضلاعْ 

أٔجد وطاحٛ سم  8=  فٜ المضمع الجاٌ٘ المٍاظس لْ

    المضمع الجاٌ٘

 ل الح
مساحة انمضهع الاول

 مساحة انمضهع انثاوٍ
 (=

 طىل اي ضهع فً  انمضهع الاول

 طىل انضهع انمىاظر نه فً انمضهع انثاوٍ
)

ٕ
 

مساحة انمضهع الاول

 مساحة انمضهع انثاوٍ
   =

2

196

$
 ( =

4

8
)

ٕ
   

2

196

$
 ( =

1

2
)

ٕ
  =

1

4
  D $ٕ  =ٗ  ×ٔ9ٙ  =78ٗ سم

ٕ
  

h 

f O 
x 

s 

w U g 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

وضمعات  وتػابّٛ   s  ،w  ،U  : 4مثال  

   h f Oوسضٕوٛ عمٜ اضلاع وجمح 

سم s  =ٕ7 وصاسة شطح المضمع
ٕ
  

سم w  =ٗ8 وصاسة شطح المضمع
ٕ
  

سم U  =7٘ وصاسة شطح المضمع
ٕ
  

   f قائي فى h f O"  أثبت أُ

 الحل 
 
 
 
 

e  انمضهعs v  انمضهعw v  انمضهعU  

 E  
(s )$

(U )$
 (  =

fh

Oh
)

ٕ
    

      
27

75
   =

2

2

(fh)

(Oh)
 ( ٔـــــــــ )       

E 
(w )$

(U )$
 ( =

O f

Oh
)

ٕ
  

        
48

75
   =

2

2

(O f)

(Oh)
 (ٕـــــــــ )     

 ( وجد أن : ٕ( ، )ٔبجمع )

  
27

75
 +

48

75
  =

2

2

(fh)

(Oh)
 +

2

2

(O f)

(Oh)
  

   
48 27

75


 =

75

75
   =

2 2

2

(O f) (fh)

(Oh)


   

     ٔ      =
2 2

2

(O f) (fh)

(Oh)


    

(h f)
ٕ
  ( +f O)

ٕ
 ( =h O)

ٕ
   

E h f O ٜقاٟي الصأٖٛ ف  f  

 

 

 

 

 

  زضي  hوجمح قاٟي الصأٖٛ فٜ   h f O:  5مثال 

h ُx n f ُO  ٜفكطعّا ف x  .المتطأٖا  المجمجاُ زضي 

  h f O خازج المجمح  h f i   ،O h K  الاضلاع

 : أُ أثبت 

  O x h K العكن الرباعي h x f i  v العكن الرباعي( ٔ)

(ٕ )
(i fxh )$

(Khx O )$
 =

x f

x O
  

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

e R(f h ̂O = )9ٓ      ،h ُx   n  f ُO   

                 E  "x f h   v  "x h   O    ( ٔـــــــــ ) 

                      E 
xf xh hf

xh xO Oh
     ( ٕــــــــــــ ) 

e  "h i f   "  ،h O K   وتصاويا  الاضلاع  

               E  "h i f  v   "h O K        ( ٖـــــــــ  ) 

                 h ُf   يٍاظر  O ُh             ( ٗـــــــــــــ ) 

 :  نجد أُ(  ٗ( ، )ٖ( ، )ٔمه )

    O x h Kانمضهع  h x f i  vانمضهع 

 ومه وىاتج انتشابه :

(i fxh )$

(Khx O )$
  =

2

2

(x f)

(xh)
=

x f

x h
   ×

x f

x h
  

      =
x f

x h
  ×

xh

xO
  =

x f

x O
   

 

 

 

 

h 

f O  

s 

w 

U 
h 

f O x 

i 

K 

 

ٙٓ 

ٙٓ 

ٙٓ ٙٓ 

ٙٓ 

ٙٓ 

 المضمع 

 المضمع 

 المضمع 

 المضمع 

 المضمع 

 المضمع 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

   فٜ الػكن المكابن:   1  تدريب

h f O x  وتٕاشٙ أضلاع   ،i J h ُf   

 حٗح
ih

f i
  =

3

2
  ،x i ّB O f  { = ّK  } 

  x O K v  "i h x: "  أثبت أُ( ٔ)

( أوجد ٕ)
(K Ox")$

(xhi ")$
      

 

 

 

 

 

 غكن زباع٘ فْٗ h f O x:  2 تدريب

  f O  =ٕ7  سمh f  =ٕٔ  ،  سمh x  =8  سم 

   ،x O  =ٕٔ  سمh O  =ٔ8  سم 

 :  أثبت أُ

 "f h O  v  "h x O   ثي أٔجد الٍطبٛ بين

  وطاحتّٗىا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

h 

f O 

x 

i 

K 

Www.lopitalmath com.



 

 

Waled_elgarhy  

 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 تطبيقات التشابى فى الدائسة 

 تمسين مشووز : 

فٜ   hُ f  ،Oُ xإذا تكاطع المطتكٗىاُ الحأٖاُ لمٕتسَٖ 

 داخن الداٟسٚ أ خازجّا فإٌْ ٖكُٕ  {  i}   ٌكطٛ

h i  ×i f  =O i ×  i x   
 

 -فٜ الػكن المكابن :

h  بB O x  { =i  } 
 

 

 

 

 

 

 

  ٕظكن                                                       ٔظكن            

 

 ( ٕ، ) (ٔ) فٜ الػكن المكابن

 " i h O  v  " i x f      نماذا ؟ 

 :  ووَ ٌواتر التعابْ

     
Oh

fx

i O hi

i f xi
       D  

i O hi

i f xi
  

 

     h i   ×i f =  O i ×  i x  : فيكوُ

 أى أُ : 

داخن الداٟسٚ أ خازجّا فإُ حاصن  إذا تكاطع ٔتساُ

ضسب جصٟ٘ الٕتس الأه ٖطأٙ حاصن ضسب جصٟ٘ 

 الٕتس الجاٌ٘ 

 

 

  ٔنتيجة  

إذا زضي وَ ٌكطٛ خازج الداٟسٚ قاطع ٔمماع لمداٟسٚ 

فإُ حاصن ضسب طٕه الكاطع فٜ جصْٟ الخازج٘  

 ٖطأٙ وسبع طٕه المىاع 

 

 فٜ الػكن المكابن 

h f  ٚمماع لمداٟس 

   f  الٍكطٛعٍد 

 x O   ّٜقاطع لها ف x  ،O  

  "h f O  v   "h x f  
  :  ووَ ٌواتر التعابْ

     
h O O f fh

h f fx x h
       D  

h O fh

h f x h
 

 : لرا فإٌْ ٖكُٕ

  (h f )
ٕ
  =h x    ×h O  

   عكص تمسين مشووز 

فٜ   h f  ،O x إذا تكاطع المطتكٗىاُ الحأٖاُ لمٕتسَٖ

    h i   ×i f  =O i  ×i x ٔكاُ{  i}  أخسٙ ٌكطٛ

  تكع عمٜ داٟسٚ ٔاحدٚ h  ،f  ،O  ،x  فإُ الٍكاط

  غكن زباع٘ داٟسٙ h f O x ٖٔكُٕ الػكن

 

  -فٜ الػكن المكابن :

 

  

 

 

 

 فإُ الٍكاط     h i  ×i f  =O  i ×i x  إذا كاُ

 h  ،f  ،O  ،x  ُٕتكع عمٜ داٟسٚ ٔاحدٚ ٖٔك 

  زباع٘ داٟسٙ h f O x الػكن

 

 أذكس جمٗع الحالات التي ٖكُٕ فّٗا 

 ؟  زباع٘ داٟسٙ O xب  h الػكن

 

 

  ( 1) عكس نتيجة   ٕنتيجة 

 hُ f B x O  { = ّh  }  إذا كاُ

(h f)   ٔكاُ 
ٕ
  =h x  ×h O    ُفإ  hُ f   ُٕٖك 

  f   ،O  ،x  مماضا لمداٟسٚ المازٚ بالٍكط

 
 ابن :فٜ الػكن المك

  
 

 

 

(h f) إذا كاُ
ٕ
  =h O  ×h x  

 ٖكُٕ مماضا  لمداٟسٚ  h f:  فإُ

   f O x  المازٚ بسؤؤع المجمح 

 

مماضا   h f أذكس جمٗع الحالات التي ٖكُٕ فّٗا

 ؟  لمداٟسٚ المازٚ بسؤؤع المجمح 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f 

x O i 

h 

f 

O x 

f 

h 

O 

x 

i 

h 
f 

x O 

i 

h 

f 
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 سم   ،  ٘ٔ=  h f فْٗ  h f O: "  1مثال 

 h O   =ٕٔ   ،  سمx J  h ُf  حٗح   h x  =ٗ  سم 

  ،i J h ُO  حٗح  h O  =٘   أثبت أُ  :  سم 

  زباع٘ داٟسٙ x f O i  الػكن  

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

e f x   ّB  O i  { = ّh  } 

  h x  ×h f  =ٗ  ×ٔ٘  =ٙٓ سم
ٕ

   

 h i  ×h O  =٘  ×ٕٔ  =ٙٓ  سم
ٕ

   

 E  h x  ×h f    =h i  ×h O    

  E  x f O i  رباعي دائري   

 
 كَ اثبات العكن باشتخداً  التعابْ سيح يم

   "h x i  v  "h O i                 نماذا ؟ 

 

  فٜ الػكن المكابن:  2مثال 

h ُf B O ُx    } $ { = 

 $ ،h  =ٗ  سم 

 $O  =ٖ  ،  سم 

 $x  =ٕ  سم أوجد طىلf  $ ُ 

 

 الحل 
e  h ُf B O ُx   $ ،      } $ { =داخن الدائرة  

                 E  f  $ × $h   =O  $ × $x  

                 E  s  ×ٗ         =ٖ  ×ٕ   

   D  ٗ s  =ٙ        D   s  =
6

4
 سم       ٘.ٔ=  

     

  فٜ الػكن المكابن:  3مثال 

h ُf B O ُx    } $ { = 

، وإذا كان  
h $

f $
 =

4

3
   ، 

 $x   =ٗ  $  ،  سمO  =9  سم 

 ُ $  fأوجد طىل  

 الحل 
e  

h $

f $
 =

4

3
     D   $h  =ٗ  $   ،    &f  =ٖ   & 

e  h ُf B O ُx   $ ،      } $ { =داخن الدائرة  

                 E  f  $ × $h   =O  $ × $x  

                 E  ٖ × &ٗ  = &ٗ  ×9  

                     ٕٔ &
ٕ

   =ٖٙ      

D &
ٕ
  =

36

12
  =ٖ   D   ِ  = &ٖ    

          f = $ٖ    ِٖ       $   ،h  =ٗ    ِٖ   

    

 

ٔتساُ فٜ داٟسٚ  وتكاطعاُ    h ُf      ،O ُx : 4مثال 

 سم ،  ٘.ٕ=  fسم  ،  $  ٙ$ =  hفإذا كاُ  $   فٜ

 O x  =8   سم  ، أوجدO  $  ،  $x   

 الحل 
 

O  $ + $x  =8  

O  = $8 -  $x  

 

 

 

 

 

e  h ُf B O ُx   $ ،      } $ { =داخن الدائرة  

                 E  O  $ × $x   =f  $ × $h  

              (8 -  $x  $ × )x     =ٕ.٘  ×ٙ  

                  8  $x   -  $ (x )
ٕ

   =ٔ٘  

                 $ (x)
ٕ
 – 8 $(x + )ٔ٘  =ٓ    

                 $ (x   -  ٖ  $( )x  -  ٘  = )ٓ  

  $x  =ٖ   $      ،سم               أx   =٘  سم 

O  = $8 – ٖ  =٘               سمO  = $8 – ٘  =ٖ   سم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f 

O 

x 

i 

٘ 
م 

س
 

ٕٔ 
م 

س
 

h 

f 

O 

x 

$ 

h 

f 

O 

x 

$ 

h 

f 

O 

x 

$ 
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 :  لمكابنفٜ الػكن ا:  5مثال 

h f ّB O x { = ّi ، } 

 h f  =٘  سم 

O x  =9 ،  سم 

 f i  =ٗ   سم 

  i xأوجد طىل 
 

 الحل 
e h f ّB O x { = ّi  ،  }i  خارز الدائرة 

     E i x  ×i O    =i f    ×i h  

  i x  =sوبفرض أُ     

 D  i x  ×i O    =i f    ×i h 

       s  (s  +9  =  )ٗ  ( ×ٗ  +٘ )  

         s 
ٕ
  +9 s   =ٖٙ   

        s 
ٕ
  +9 s – ٖٙ  =ٓ   

    (s – ٕٔ  ( )s  +ٖ  = )ٓ  

    s   =ٕٔ      ،s  =- ٖ   ورفوضة 

  E i x  =ٕٔ  سم 

 

  مماع لمداٟسٚ h f،  ٌكطٛ خازج الداٟسٚ h:   6مثال 

 h  فإذا كاُ  O   ،x قاطع لمداٟسٚ  عٍد  f  ،h ُO عٍد

x  =9   ،  سمx O  =ٔٙ   أٔجد طٕهسم h ُf  

 الحل 
 

 

 

 
e  h f ّمماط لمدائرة عٍد f   ،h O ّقاطع لمدائرة عٍد O  ،x  

       E  (h f)
ٕ
  =h O  ×h x  

         (h f)
ٕ

    =9  ( ×9  +ٔٙ  ) 

         (h f )
ٕ   

  =9  ×ٕ٘
 

    =ٕٕ٘  

        h f      ِ  =ٕٕ٘    =ٔ٘  سم 

 

زضي مماع   h  ،fُ وتكاطعتاُ  فٜ داٟستا:  7مثال 

 فإذا كاُ  s  ،wوػترك يمطّىا فٜ 

  q h f  B q s w  { =O } 

   s ُw وٍتصف   Oأثبت أُ :      

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

e O s   ّمماط لمدائرة  ، $O f  ّقاطع لها عٍد h  ،f  

             E  (O s)
ٕ
  =O h  ×O f     ( ٔـــــــ ) 

e O w  ّدائرةمماط لم  K   ،O f  ّقاطع لها عٍد h  ،f 

              E  (O w)
ٕ
  =O h  ×O f     ( ٕــــــ ) 

 :  نجد أُ( ٕ(  ، )ٔمه )

               (O s )
ٕ
  ( =O w)

ٕ
  

              O s   =O w      E O   مىتصفs ُw   

 

  h زضي  وَ$  ،  ٌكطٛ خازج الداٟسٚ h:  8مثال 

ُ $  h ٔزسمت  f  ،O تمطاٌّا عٍد قطعتاُ مماضتاُ

قاطعٛ لمداٟسٚ   h ُi ٔزسمت،   x فٜ  f ُO  فكطعت

    iو ،   فٜ

  زباع٘ داٟسٙو  i  $x:  أثبت أُ

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

  ٌصف قطرُ $  f ٌرشي:  العىن

 : البرهان

e h ُf  عٍد$  مماط لمدائرة f  $ُ ،f    ٌصف قطر  

               E h ُf  n   $ُf    ،R $(f ̂h = )9ٓ     ْ 

e h f ، ّh O  ّمماشين  عٍد f  ،O   ،f ُO  وتر التىاط  

                 E  h   $ ُn  f ُO    

 

e  R $(f ̂h = )9ٓ     ،    ْf ُx   n   $ُh   

      E  "f  $h  v  "x f h  

      E  (h f)
ٕ

   =h x  ×h ( ـــــــــــــــــــ   $ٔ ) 

h 

f 

x O i 9 سم 

h 

f 

O x 
 سم ٙٔ سم 9

h 

f 

O s 
w 

$ K 

h 

f 

O 

$ x 

i 

 و
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى السياضيات

e h ُf  مماط  لمدائرة    ،   $h ُ i و ،    قاطع لها فىi  

     E  (h f)
ٕ
  =h  و ×h i   ( ٕـــــــــــــــــــ ) 

 

 :نجد أُ ( ٕ( ، )ٔ) وَ

 (h f)
ٕ

   =h x  ×h  =    $h  و ×h i     

  E  h x  ×h  =    $h  و ×h i      

   E x  $i  رباعي دائريو  

 

  ٍٖصفّ h x،  ن داٟسٚوسضًٕ داخ"   h f O:  9مثال 

   ٍf h O  ٖٔكطع f ُO   ٜف x  ٜٖٔكطع الداٟسٚ ف i   

 :  أثبت أُ

(ٔ " )h O x  v  "h i f  

(ٕ )h f  , h O   =f x , x O   (  +h x)
ٕ

   

 

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 
e h x     ٍَىصف ّf h O      E R (f h ̂O=)R(O h x ) 

e     ٍO     ٍ،i كوطمحيطيتاُ ورشووتاُ عمى ال ? h f   

           E R   (ٍi = )R    ٍ(O ) 

 

E  "h f i   " ،h x O  

              R   (ٍf h O = )R    (ٍO h x        ) 

 R   (ٍi = )R    ٍ(O )      فيّىا 

 E  "h f i v   "h x O  D 
  

i f

Ox

h i fh

h O x h
     

  
 

h i fh

h O x h
  D h x  ×h i =  h f  ×h O  

h  x  ( ×h x  +x i  = )h f  ×h O  

   (h x)
ٕ
  +h x  ×x i    =h f  ×h O   ـــــــــ(ٔ ) 

e  h ُi B  f ُO     { =x  } 

          E  f x  ×x O   =h x  ×x i  ــــــــــــ (ٕ)  

 ( ٔ( فً )ٕ) بالتعويض وَ

   (h x)
ٕ
  +f x  ×x O   =h f  ×h O     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

h 

f 

O 

i 
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 الهندسة المستوية  لوبيتال فى الرياضيات

 التناسب 
 

  1نظرية 

إذا زضه مطتقَه ٌٍاشي احد اضلاع  المجلح ًٍقطع 

الضلعين الاخسٍن فإنى ٍقطنونا الى قطع اطٌالها 

 متناضبة 

 

 -فى الشكل المقابل :

 فإن :   iُ x       /   /fُ Oإذا كان  

(1 )
xi xh ih

O f Oh fh
   

(2 )
x h i h

O x f i
  

(3 )
Ox f i

hO hf
 

 

 -نتيجة :

 ٌٍاشي ضلعا من  h f Oإذا زضه مطتقَه خازج مجلح 

   q h f      ،q h O  ًٍقطع    fُ Oًلَكن  اضلاع مجلح 

 على الترتَب فإن  i  ،x  في

 

  -فى الشكل المقابل :

 :   فإن   iُ x       /   /fُ Oإذا كان  

(1 )
xi xh ih

O f Oh fh
   

(2) 
xh ih

Ox f i
  

(3 )
Ox f i

hO hf
 

 عكس نظرية 

إذا قطع مطتقَه ضلعين فى مجلح ًقطنونا من الداخل 

اً الخازج  الى قطع اطٌالها متناضبة فإنى ٌٍاشي الضلع 

  الجالح

 فى الاشكال الاتَة : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إذا كان : 

(1)
xi xh ih

O f Oh fh
       (2)      أو

xh ih

Ox f i
    أو  

  (3 )
Ox f i

hO hf
  

   D          فإنiُ x      /  / fُ O   

 ًهري النظسٍة تأتى كنتَجة لتشابى

  h i x  ،h f O المجلجين 

 

 نظرية تاليس العامة 

إذا قطع مطتقَنان عدة مطتقَنات متٌاشٍة ، فإن 

اتجة  على أحد القاطعين تكٌن أطٌال القطع الن

 متناضبة مع اطٌال القطع الناتجة على القاطع الاخس 

 

  -فى الشكل المقابل :

  g1  /   /g2    /  /g3    /  /g4إذا كان  
  -فإن : 

d V V K d i

x O O f fh
  

 =
d i d K V i

x h xf O h
  

 

 

 

   نظرية تاليس الخاصة 

َنات متٌاشٍة ً كانت إذا قطع مطتقَه عدة مطتق

أجصاء القاطع المحصٌزة بين هري المطتقَنات المتٌاشٍة 

متطاًٍة في الطٌل فأن الأجصاء المحصٌزة بَنوا لأي 

 قاطع آخس تكٌن متطاًٍة في الطٌل أٍضاً 

 

  -فى الشكل المقابل : 

 إذا كان : 

g1  /   /g2    /  /g3    /  /g4 

h f  =f O  =O x  
 فإن :

i K  =K V  =V d  

 

 إذا كان : 

g1  /   /g2    /  /g3    /  /g4 

d V V f f i

x O O f fh
  

 

h 

f O 

i x 

h 

f O 

x i 

h 

f O 

i x 

h 

f O 

x i 

x 

f 
h 

O 

i 
K 

V 

d 

g1 

g2 

g3 

g4 

x 

f 

h 

O 

i 

K 

V 

d 

g1 

g2 

g3 

g4 

x 

f 

h 

O 

i 

V 

d 

g1 

g2 

g3 

g4 
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 الهندسة المستوية  لوبيتال فى الرياضيات

 فى الشكل المقابل ::  1مثال 

 "h f O   فيه 

 x ُi       /  /f ُO   ، 

 h x  =2  سم 

x f  =4 ،  سم 

 h i  =3  سم 

   i ُO  أودد طول 

 

 الحل 
e  x ُi       /  /f ُO         E 

xh ih

fx O i
  

2 3

4 O i
     D i O  =

4 3

2


 سم  6=  

 

 فى الشكل المقابل  : 2مثال 

h f O  "قائه الصاًٍة فى f  فَى   h f  =9 ،  سم 

 f O  =12  ،  سمx J hبحيث    ُ بh x  =3 سم 

   h ُO  فقطع  x i  /  /   ّf ُOرسم    

   x  ُK     /  /h ُO   ثه زضه  i فى

   K فى f ُO فقطع 

 كلا من أًجد طٌل

  h O  ،h i  ،f K  

 

 الحل  
 e  h f O قائم فى f  ومن فيجاغورخ  

    (h O)
2
  ( =h f)

2
  ( +f O)

2
  

 h O   =r  12 
2
  +9

 2
    =r  144  +11     =r  225  =15  

 

e i  ُx       /  /f ُO              E  
xh ih

fh Oh
  

D 
3 ih

9 15
  D h i  =

15 3

9


 سم  5=  

 

e x ُK      /  /h ُO                E 
xf K f

hf O f
  

 D 
6 K f

9 12
   f K   =

6 12

9


 سم  1= 

 

 

 

 

  ى الشكل المقابلف 3مثال 

h ُf      /  /O ُx      ،h x يقطع  

 f ُO    فىi   ،h x   =14   سم 

  ،f i  =4 ،  سم 

  O i  =3  سم 
 أودد طول 

 h ُi   ،i  ُx   

 

 الحل 
e  O ُx       /  /h ُf          E 

O i xi

f O hx
  

D 
3 x i

7 14
     E  i x  =

3 14

7


 سم  6=   

  E  h i  =14 – 6   =1  سم 

 

  فى الشكل المقابل:  4مثال  

h f O  "فَى  x J  h ُf   ، 

 i J h ُO    بحَحh x =
3

5
h f  

   ،i O =
2

3
 h i  

 أثبت أن 

  x ُi        /  /f ُO  

 

 الحل 
e h x =

3

5
h f           E 

3 x h

5 fh
  ( 1ــــــــــ )  

e i O =
2

3
 h i        E 

3 ih

3 2 Oh



  =

3

5
 ( 2ــــــ ) 

 ( وجد أن : 2( ، )1مه ) 

E   
  

x h

fh
 

ih

Oh
             E  i  ُx       /  /O ُf     

 

 فى الشكل المقابل:  5مثال 

h f O x رباعي  ،U J f ُx   

 ،   s ُU      /  /h ُx، رسم 

x ُO      /  /U ُw   

 : أثبت أن 

s ُw      /  /h ُO   

 

h 

f O 

i x 

h 

x 

f 
O 

i 

3 
م 

س
 

6 
م 

س
 

K 
 سم  12

 

h 

f O 

x 

i 
 سم  3 سم  4

h 

f O 

i x 

3 
5 

2 

3 

h 

s 

w 

U 

x 

O 

f 
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 الهندسة المستوية  لوبيتال فى الرياضيات

 الحل 
 :   h f xالـ "   فى

e s ُU     /  /h ُx           E 
Uf s f

xf hf
 ( 1ـــــــــ ) 

 :  x f Oالـ "  فى

e  U ُw      /  /x ُO       E 
Uf w f

xf O f
 ( 2ـــــــــ) 

 : نجد أن ( 2( ، )1) من

   D 
w f s f

O f hf
     E s ُw     /  /h ُO    

 

  ابلفى الشكل المق:  6مثال 

 i ُx       /  /Oُ h   

 ،K /  /    $ ُf ُh    

 ،f i  =K O  

 أثبت أن : 

x /  /    $  ُf ُO  

 الحل 
e  i ُx      /  /O ُh         E 

xf i f

hf O f
  ( 1ـــــــــ ) 

e K /  /    $ ُf ُh          E  
$ O K O

h O f O
 ( 2ــــــــ ) 

e  f i  =K O           E  
i f

O f
  =

K O

f O
  

  E 
x f

hf
  =

$ O

h O
             E  x  /  /     $ ُf ُO   

 

 بحَح  x J fُ  O فَى"  h f O:  7مثال 

 f x =
1

3
 f O   ،i J h ُx   بحيثh i =

1

3
 h x  ،زضه 

O i فقطع h ُf  فى s زضه  x w /  /    ّO i ّ 

   h s  =f w:  أثبت أن   wفى   h ُf فقطع 

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 :   h w xفى الـ " 

e  s ُi        /  /w ُx       E 
ih sh

xi w s
  =

1

2
 ( 1ـــــ )  

 : s f Oفى الـ " 

e w ُx      /  /s ُO         E 
xf w f

Ox sw
 =

1

2
 ( 2ــــــ )   

 ( وجد أن : 2( ، )1مه )

    E    
sh

w s
  =

w f

s w
    D  h s   =f w  

 

  ى الشكل المقابلف:  8مثال 

h f O  " فيه x ُs      /  /O ُh  

 ،x ُw     /  /f ُh   

 :  أثبت أن 

wh,sh

Oh, fh
  =

2

Ox , xf

(Ox xf)
 

 

 الحل 
 e  x ُs     /  /O ُh       E 

sh

fh
 =

x O

f O
 ( 1ـــــــــ )  

e  x ُw     /  /f ُh      E 
wh

Oh
  =

x f

O f
 ( 2ــــــــ ) 

 :  نجد أن( 2( ، )1)  بضرب

D  
sh

fh
  ×

wh

Oh
  × =

x f

O f
  

   
wh,sh

Oh, fh
  =

2

fx,x O

(O f)
  f O  =f x  +x O  ولكن    

 E 
wh,sh

Oh, fh
  =

2

Ox , xf

(Ox xf)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f O K 

$ 

i 

x 

x 

i 

w 

s 

O 

h 

f 
1 

3 

1 

3 

h 

f O x 

w 
s 
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 الهندسة المستوية  لوبيتال فى الرياضيات

  فى الشكل المقابل:  9مثال 

h ُf     /  /x ُO      /  /i ُK   

f x  =3  سم 

x K  =6  سم 

h i  =12  سم 

    O ُi  طٌلأوجد  

 

 

 الحل 
e h ُf    /  /x ُO     /  /i ُK        E 

i O

K x
 =

ih

K f
 (تاليس)  

 D  
i O

6
 =

12

9
   D O i  =

12 6

9


 سم  1= 

 

   فى الشكل المقابل:  11مثال 

O ُK     /  /f ُi     /  /h ُx    

h  = $4  ، سمf O  =6  سم 

x  = $6  ، سمx i  =5  سم 

   h ُf   ،i ُK طول أودد

 

 الحل 
e O ُK     /  /f ُi     /  /h ُx     

                  E 
$x ix K i

$h fh O f
    (تاليس  ) 

 D 
6 5 K i

4 fh 6
   

E  i K  =
6 6

4


=  h f سم    ،   9=  

4 5

6


  =

1

3
 سم   3 

 

 

 ، x J h ُf" فيه  h f O:  11مثال 

 ، i  فى  h ُO ًٍقطع   x ُi     /  /f ُO   زضه 

   K  فى  h ُO  ًٍقطع    x ُK       /  /f ُi   زضه 

(h i: )   أثبت أن 
2
  =h O  ×h K  

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e x ُi      /  /f  ُO       E 
x h ih

fh Oh
      ( 1ـــــــــ ) 

e  x ُK        /  /f  ُi     E 
x h Kh

fh ih
     ( 2ـــــــــ ) 

 : نجد أن ( 2( ، )1) من

K h ih

ih Oh
   D  (h i)

2
  =h O  ×h K  

 

 فرضت،    f ُOمىتصف    h f O   ، "K : 12مثال 

     U ُs     /  /h ُf   رسم h ُK   (U  ) على نقطة 

   U ُw     /  /h ُO  ورسم،    s فى  f ُO   ويقطع

   w فى  f ُO ويقطع

  s K  =w K  :  أثبت أن( 1) 

  هي نقطة تلاقى متوسطات المجلح U وإذا كانت( 2)

h f O  أثبت أن    s w  =
1

3
f O   

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e K  مىتصفf ُO           E f K    =K O   ( 1ــــــ ) 

e  U ُs      /  /h ُf         E  
UK s K

hK f K
 ( 2ــــــ ) 

e  U ُw     /  /h ُO          E 
UK w K

hK O K
 ( 3ـــــــ ) 

 

h 

O 

i K 

x 

f 

f 

O 

$ 

i 

x 

K 

h 

h 

x 

f O 

i 

K 

h 

f O 

U 

s K w 
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 الهندسة المستوية  لوبيتال فى الرياضيات

 ن : (  وجد أ3( ، )2( ، )1مه )

   
w K s K

O K f K
  D  K s  =K w   

 

 نقطة تقاطع المتوسطات U وإذا كانت

 ( : 3( ، )2مه )  هفإن 

 
UK s K

hK f K
  =

1

3
    D K s  =

1

3
 K f ( 4ــــــ ) 

 
UK w K

hK O K
 =

1

3
   D  K s  =

1

3
 K O ( 5ــــــ ) 

 ( : 5( ، )4بجمع )

K s  +K w   =
1

3
 K f  +

1

3
 K O  

                  =
1

3
  (K f  +K O ) 

E  s w  =
1

3
 f O   

 

 فى الشكل المقابل  :  13مثال 

O ُx     /  /h ُf     /  /i ُK    

 $K  =5.5  $ ، سمf  =6  سم 

f x  =4  ، سمh  = $5  سم 

 أًجد طٌل

 h ُO    $ُ  ،i   

 

 

 

 

 الحل 
 e O ُx     /  /h ُf     /  /i ُK    

           E 
K $ $ h Oh

i$ $f xf
    (ستالي  ) 

       D  
7.5 5 Oh

i$ 6 4
         

 h O  =
5 4

6


  =

1

3
 سم    3 

  $i  =
6 7.5

5


 سم     9=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h 

$ 

i K 

f 

x O 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

 منصفا الزاوية والاجزاء المتناسبة 

 

 : 3نظرية 

إذا ىصفت شآّ٘ زأس المجلح أّ الصآّ٘ الخازجُ لُ عيد 

ٍرا السأس فإٌ الميصف ٓقطه القاعدٗ مً الداخل اّ 

الخازج الى جصأًٓ اليطب٘ بٔيَنا تطاّٖ اليطب٘ بين 

  الضلعين الاخسًٓ

 

 -فٙ الصكل المقابل :

  -: فإن  h ٍ  ينصفّ  h xإذا كان  
   xf hf

Ox Oh
   أو 

 f h  ×x O  =h O    ×f x   
 

 
 

 -فٙ الصكل المقابل :

 إذا كان

  h x  ّينصف ٍ  h   

  -: فإن
    

xf hf

Ox Oh
  أو  

 f h  ×x O  =h O    ×f x    

 

 إثبات النظرية 

 

 ،"   h f O:  المعطٔات

    h   x ّينصف ٍ   h من الداخل 
 

:  المطلْب
xf hf

Ox Oh
 

 ّ O i /  /   ّh x  نسسه : العنل

    i فىّ  f h ويقطع 

  البرهان

e  h x     ٍيىصف ّf h O        E     ٍٔ `     ٍٕ    ( ٔـــــ ) 

e h x  /  /    ّO i  ، ّh ُO   ،h ُi    لهنا قواطع   

                                    E     ٍٕ `    ٍٖ  ( ٕبالتبادل ــ  ) 

                                    E    ٍٔ `    ٍٗ ( ٖبالتىاظر ـــ ) 

 ( وجد أن:ٖ( ، )ٕ( ، )ٔمه )

    ٍٖ `     ٍٗ      E h O  =h i   

e h x  /  /    ّO i       ّE 
h

xf hf

Ox i
  D 

h

xf hf

Ox O
  

 ملاحظات مَن٘ : 

 

  h f   =h O إذا كان( ٔ)

 ينصفّ  h xوكان   

 ٍ  h من الداخل فإن : 

  h x   ّينصف القاعدة 

 ويكون عنوديا عليوا  

  أى يكون  متوسط فى المثلث ويكون ازتفاع ايضا

 

   D  f x   > x Oفإن    h f   >h O( إذا كان ٕ)
 

   D  f x   <x O  فإن  h f   <h O( وإذا كان ٖ)

 

    h f   =h O إذا كان( ٗ)

  h   ّ يىصف ٍ  h x   وكان 

    من الخازج 

    Oّ   /  /  ب  h x:   فإن

 

 
 

(٘ )h f   >h O    دائنا 

أى انى دائنا  فى حالة المنصف من الخازج يكون الضلع 

  الري   يقع فى جوة المنصف هو الاصغس

 

زجي لزاوية زأض المثلث المنصفان الداخلي والخا( ٙ)

 يكونان متعامدان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فى الشكل الشابق :

e  h i  ّينصف     ٍh   من الداخل 

         E R(f h  ̂i = )R(O h  ̂i = )s  

e  h x   ّينصف    ٍ h من الخازج    

         E R (O h  ̂x = )R(x h  ̂K = )w  

e  h J f ُK       E R (f h  ̂K = )ٔ8ٓ  

  s   +s  +w  +w  =ٔ8ٓ  D ٕ s  +ٕ w  =ٔ8ٓ  

D s  +w  =0ٓ   E h ُi   n h ُx    

 

h 

f 
O x 

h 

f O x  

h 

f O x 

i 

ٔ ٕ 

ٖ 

ٗ 

h 

f O 

x 

h 

f O x i 

K 

h 

f 
O x 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

  فٙ الصكل المقابل : 1مثال 

h f  =ٗ  ،  سمf O  =٘  سم 

h O  =ٙ  سم 

h x  ّٓيصف    ٍh مً الداخل 

  f x  ،x O:  أّجد

 

 

 الحل 
e h x     ٍيىصف ّf h O        E 

xf hf

Ox Oh
  

f  x    +x O   =٘    D x O  =٘ –  f x  

xf hf

Ox Oh
       D  

xf 4

xf 5 6



   

 D  ٙ f x   =ٗ  (٘ –  f x   ) 

        ٙ f x    =ٕٓ  - ٗ f x  

     ٙ f x  +ٗ f x  =ٕٓ   D  ٔٓ f x  =ٕٓ  

      f x  =
20

10
 سم  ٕ=  

   x  O  =٘ – ٕ  =ٖ  سم 

 

   فٙ الصكل المقابل:  2مثال 

h x   ّٓيصف    ٍh  مً الخازج  

h f  =ٙ   ،  سمh O  =8  سم 

f O    =٘   سم 

   f x  أّجد طْل

 

 

 

 الحل 
e h x   ّينصف    ٍh  من الخازج        E 

xf hf

Ox Oh
  

x O  =f  x  +f O    D x O  =f x  +٘   

xf hf

Ox Oh
 D 

xf 6

5 xf 8



  

8 f x   =ٙ f x  +ٖٓ 

D 8 f x – ٙ f x  =ٖٓ 

   ٕ f x    =ٖٓ         D  f x  =
30

2
 سم  ٘ٔ=  

 

  فٙ الصكل المقابل:  3مثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

h x  ، ّh i  ٌّميصفا     ٍh  ٙمً الداخل ّالخازج  عل 

 سم  ، h O  =8سم   ،  ٕٔ=  h f  الترتٔب  ّكاٌ

 f O  =ٔ٘  ،  أّجد طْلسم f x   ،x i  

 

 الحل 
e h x     ٍيىصف ّf h O  من الداخل       E 

x f hf

Ox Oh
   

f  x    +x O   =ٔ٘   D x O  =ٔ٘ –  f x   

xf hf

Ox Oh
       D  

xf 12

xf 15 8



   

 D  8 f x   =ٕٔ  (ٔ٘ –  f x     ) 

          8 f x    =ٔ8ٓ – ٕٔ f x    

         8 f x  +ٕٔ f x   =ٔ8ٓ   

           D ٕٓ f x  =ٔ8ٓ  

            D f x  =
180

20
 سم    0=  

    E O x   =ٔ٘ – 0   =ٙ   سم 

e h x   ّينصف    ٍh  ازجمن الخ        E 
i f hf

O i Oh
   

                f i   =ٔ٘  +O i     

        
   

i f hf

O i Oh
      D 

O i 15 12

O i 8


    

              ٕٔ i O  =ٕٔٓ  +8 i O  

           ٕٔ i O – 8 i O  =ٕٔٓ   

          ٗ i O  =ٕٔٓ   D i O  =
120

4
 سم  ٖٓ=  

E i O  =ٖٓ  سم 

E x i  =x O  +O i  =ٙ  +ٖٓ  =ٖٙ  سم 

 

 

 

 

h 

f O x 
 سم ٘

h 

f O x ٘ سم 

h 

f O x i 

K 

 سم ٘ٔ
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

  f O  =O x  شكل زباعٕ فُٔ h f O x  : 4مثال 

 بميصف  h O xٍ      ىصفت،    h ُO ،f  ُx  زضه

    w فٙ  h ُx لاقٕ 

   s ُw      /  /f ُx   أثبت أٌ

 الحل 
  

 

 

 

 

 

 

 

e O sىصفٍ     ّ يf O h       E  
O

s f

hs

O f

h
 ( ٔــــ ) 

e O w    ٍيىصف ّx O h          E 
O

wx

hw

Ox

h
 ( ٕــــ) 

e f O  =O x              E  
x O O f

hO hO
  

                   E 
s f

hs
  =

wx

hw
   

                E s  ُw      /  /f ُx   
 

  فٙ الصكل المقابل:   5مثال 

 

 
 

 

 

 

 "h f O   فيهh f  =h O  ،x J f O ّ حٔح  

f O   =O x    ،f s  ّٓيصف    ٍh f O  ، 

 O wّ  ٓيصف     ٍh O x  

   s ُw     /  /O ُx   أثبت أٌ

 الحل 
e f s    ٍيىصف ّh f O     E  

f

sh

O s

fh

O
 ( ٔــــــ) 

e O w    ٍ يىصف ّh O x     E  
O

wh

xw

Oh

x
 ( ٕــــــ) 

e h f  =h O     ،f O   =O x      E 
f

h

x O

O fh

O
  

           E  
sh

O s
   =

wh

xw
   

          E  s ُw     /  /O ُx    

  

ّ  K    $ ،sُ$  ميتصف & فُٔ"  g  $K:   6مثال 

  sفى   &ُ g  ّٓقطع  g  $Kٍ     ٓيصف

 : أثبت أٌ 

   $g    ×s &     =& K   ×g s   

  الحل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e  $s     ٍ يىصف ّg  $K       E 
$

sg $g

&s &
 

e &  $ُ  مىتصفK                E  $&    =& K   

               E 
&

sg $g

&s K
 

    E  g  ×  $s &    =& K    ×g s     

 

  فٙ الصكل المقابل:   7مثال 

 

 

 

 

 

 

 
 

x ُO   ٙدائسٗالقطس ف K   $ ،J ٗللدائس  ، 

  $O  ّٓيصف     ٍf  $h  

:   أثبت أٌ 
xf O f

xh hO
 

 الحل 
 

h 

f 

O 

x 

s w 

h 

f O 
x 

w s 

g 

& K $ 

s 

h 
f x 

O 

$ 

K 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

e  $O  ّ     ٍيىصفf  $h      E 
$f O f

h $ hO
 ( ٔــــ ) 

e x ُO  قطس فى الدائسة K      ٍ،x $O دائسة محيطية فى نصف  

          E R(x  ̂$O = )0ٓ     ،  ْx  $ ُn   $ُO    

e  $O ّ من الداخلٍ   $   ينصف    ،x  $ ُn   $ُO     

       E  $x  ّازجمن الخٍ   $   ينصف    

          E   
xf $f

hx h $
  ( ٕــــــــ ) 

( وجد أن :     ٕ( ، )ٔمه )
xf O f

xh hO
   

 

  فٙ الصكل المقابل:  8مثال 

x  ُi     /  /f ُO     ، 

 h s      ٍيىصف  ّx h i  

 أثبت أٌ 

(ٔ   )
f x s x

O i i s
  

(ٕ )
fh (sxh")$

Oh (s ih")$
 

 الحل 
e x  ُi     /  /f ُO                 E  

ih x h

O i fx
  

             E  
fx x h

O i ih
  ( ٔـــــــــــــــ ) 

e h s   ّينصف    ٍx h i    E  
sx hx

i s ih
 ( ٕـــــ  ) 

( وجد أن :  ٕ( ، )ٔمه )
  

fx sx

O i i s
 

 

  فُٔ   دائسٗ داخل   مسضْو "  h f O:  9مثال 

h f  =h O    ،المناس  زضه f x  ّ ًاليقط٘ م f    

   x فٙ ّ O h فلاقٕ الدائسٗ  علٙ

    x f     ×h f  =   x h  ×   f O:    أثبت أٌ

 الحل 
 

 

 

 

 

e h f  =h O     E R   (ٍh f O = )R (O( ـــــ )̂ٔ ) 

e  f x   ،  مماس ّf ُh   وتر 

                       E R   (ٍx f h  = )R (O( ــــ ) ^ٕ) 

 ( وجد أن  ٕ( ، )ٔمه )

     R    ٍ(h f O = )R    ٍ(x f h ) 

      E  f h      ٍتىصف ّx f O   

     E  
x

fO h

h fx

O
    

e  h f  =h O             E 
x

ff h

h fx

O
   

    E x f     ×h f    =f O   ×x h  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

h 

x 

f O 

i 
s 

O 

h 

f 

x 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

 عكص نظرية 

إذا قطنت ىقط٘ قاعدٗ مجلجنً الداخل اّ الخازج  الى 

جصأًٓ اليطبٔ٘ بٔيَنا تطاّٖ اليطب٘ بين طْلٕ 

الضلعين الاخسًٓ فإٌ المطتقٔه الماز بسأس المجلح ٍّرِ 

 اليقط٘ ٓيصف شآّ٘ السأس مً الداخل اّ الخازج 

 

  -في الصكل المقابل :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:   إذا كاٌ
xf hf

Ox O h
  ّأ   f h  ×x O  =h O    ×f x   

   مً الداخل اّ الخازج  h  ٍ   ٓكٌْ ميصفا لـّ  h x:  فإٌ

 حطب ىْع التقطٔه 

  

 -طول المنصف الداخلي : (ٔ)

 

 فٙ الصكل المقابل :

 ّ ٓيصف h x إذا كاٌ

     ٍh ٌمً الداخل  فإ  : 

 طْل الميصف الداخلٕ 

 h x ٘ٓتعين مً العلاق  

h x =  r   h f  ×h O -  f x   ×x O  
 

  -طول المنصف الخارجي : (ٕ)

  -فٙ الصكل المقابل :

 ٓيصفّ  h x إذا كاٌ

     ٍh  مً الخازج 

 :   فإٌ   

 طْل الميصف الخازجٕ 

h x  ُ٘ٓتعين مً العلاق  

 

h x =  r   f x   ×x O  - h  f  ×h O  
 

 

 

  داخليأثبات طول المنصف ال

 f h Oٍ     ٓيصفّ  h x" فيه  h f Oفٙ الصكل المقابل 

 مً الداخل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
e h x     ٍيىصف ّf h O      E R (f h ̂O=)R(O h x ) 

e     ٍO     ٍ،i محيطيتان مسسومتان على القوض ? h f   

           E R   (ٍi = )R    ٍ(O ) 

 

E  "h f i   " ،h x O  

              R   (ٍf h O = )R    (ٍO h x        ) 

 R   (ٍi = )R    ٍ(O )      فيونا 

 E  "h f i v   "h x O  D 
  

i f

Ox

h i fh

h O x h
     

  
 

h i fh

h O x h
  D h x  ×h i   =h f  ×h O  

h  x  ( ×h x  +x i  = )h f  ×h O  

   (h x)
ٕ
  +h x  ×x i    =h f  ×h O   ـــــــــ(ٔ ) 

e  h ُi B  f ُO     { =x  } 

          E  f x  ×x O   =h x  ×x i  ــــــــــــ (ٕ)  

 ( ٔ( فى )ٕ) بالتعويض من

   (h x)
ٕ
  +f x  ×x O   =h f  ×h O       

    (h x )
ٕ
  =h f  ×h O    - f x  ×x O    

   h x =  r   h f  ×h O -  f x   ×x O  
 

 

 

 

 

 

 

 

h 

f O x 

h 

f O x 

h 

f O x 

h 

f O x 

h 

f 

O 

i 

x 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

 حقيقة هندسية 

اٖ مجلح تتقاطع جمٔعا فٙ ىقط٘  ميصفات شّآا

 ّاحدٗ 

 
 فٙ الصكل المقابل 

 h x     ٍيىصف ّh   ، 

f i     ٍيىصف ّf  

h x  ّB f i  { = ّi  } 

e   $J O x  ّ 

   E O x     ٍ يىصف ّO  

 

 سم ، ٙ=  h f  شكل زباعٕ فُٔ h f O x 1مثال 

 f O  =0  ، سمO x  =0  ،  سمh x  =ٗ ،  سم 

 h i  ّٓيصف     ٍh  ّٓقطع f ُx  ٙف  i  

 أّجد قٔن٘( ٔ)
i f

x i
  

  f O xّ يىصف ٍ     O i( أثبت أن ٕ)

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e h i  ّينصف     ٍh       مه الداخل 

     E  
i f hf

x i xh
   D  

i f 6

x i 4
   D 

3 i f

2 x i
  

  x O fفى " 

  
9 O f

6 x O
  = 

3

2
                   

3 i f

2 x i
   

e  
O f

x O
  =

i f

x i
     E O i  ّينصف     ٍO   

 

 

 

 

 

 

سم   ٙ=  h Oسم  ،  ٘=  h f" فيه   h f O : 2مثال 

 ،f O  =ٗ   نصفت الزاويتانسم  h  ،f  بمنصفين 

 أوجد طول x فى  h ُf فقطع$ّ   O وزسه$  تقاطعا فى

  h x  ،x f   ،O x كلا من

 

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

e f     ٍيىصف  ّ$f  ،h      ٍيىصف  ّ$h   

             E   O      ٍيىصف  ّ$O  

e O ُx        ٍيىصفO          E 
xh Oh

fx f O
   

h x  +x f   =٘   D h x  =٘ – x f  

   E 
xh Oh

fx f O
 D 

fx 5 6

fx 4


  

ٙ x f    =ٕٓ – ٗ x f 

D ٙ x f   +ٗ x f  =ٕٓ 

ٔٓ x f   =ٕٓ   D  x f  =
20

10
 سم ٕ=  

E h x  =٘ – ٕ  =ٖ  سم 

e  O x ٍيىصف ّ   O   

E O x =  r   h O  ×O f  - h x  ×x f   

 O x =  r  ٙ  ×ٗ   -  ٖ  ×ٕ   =   r  ٕٗ – ٙ   =   ِ ٔ8  

 O x    ِ   =ٔ8    =ٖ    ِٕ    

 

 

 

 

 

 

h 

f 
O x 

$ 

x 
i 

h 

f 

O 

x 

i 

x 

f 

$ 

h 

O 
 سم ٗ

 ُ

 ُ ُ
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

  فٙ الصكل المقابل:  3مثال 

h f O   "ُٔف h f  =ٖ  ،  سمh O  =ٗ.٘  سم 

f O  =٘  ،  سمx J f ُO   بحيثf ُx  =ٕ سم 

    h ُx   ،h ُOويقطع   f i  ّn h ُx   زضه  

  علٙ الترتٔب   i  ،K فٙ

  h x أّجد طْل( ٔ)

 ( f h K  " ( $ : )f O K$)"  أّجد (ٕ)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e f x  =ٕ      سمE  x O  =٘ – ٕ  =ٖ  سم 

e 
2 3 hf

3 4.5 Oh
             e 

2 x f

3 Ox
 

             E 
hf

Oh
  =

x f

Ox
   

           E h x     ٍ يىصف ّh   

E h x   =r   f h  ×h O  -  f x  ×x O    

           =r  ٖ  ×ٗ.٘    -  ٕ  ×ٖ      =r  ٖٔ.٘ -  ٙ  

           ِ  =5.٘    =
15 r

2 r
   =

30 r

2
 

 :  h f K"   فٙ الـ

e  h i     ٍيىصف ّh     ،h ُi  n  f ُK   

          E  "h f K  متساوي الساقيه 

          E  h f  =h K   =ٖ  سم 

          E K O   =ٗ.٘ – ٖ  =ٔ.٘  سم  

 :   h f K  " ،K f Oالـ " 

مثلثان لهنا نفص الازتفاع  لانونا مشتركان فى زأض 

 وقاعدتيونا  على نفص المشتقيه واحدة

(K fh")$

(O f K ")$
   =

قاعدة الاول

 قاعدة الثاني
   

E (K fh")$

(O f K ")$
  =Kh

O K
  =3

1.5
  =ٕ  

 

 ّتس فَٔا   O ُx$  ،   قطس فٙ الدائسٗ f ُO:  4مثال 

  h فّٙ  O f فقطع  x سٗ  عيدمماس للدائّ  x h زضه 

  بحٔح كاٌ  i J  f ُO  فإذا كاىت
fh

f i
 =

x h

x i
 

 :  أثبت أٌ 

(ٔ )x O  ّٓيصف الصآّ٘ الخازج٘ عيد x ٙف  "h x i   

(ٕ )
i f

O i
  =

fh

Oh
  

 الحل 
 

 

 

 

 

 

 

 

e 
fh

f i
 =

x h

x i
      E  x f  ّينصف     ٍh x i  من الداخل 

e  f O قطس فى الدائسة  

   E R (O x ̂f=)0ٓ     ْلانوا محيطية فى نصف دائسة  

   E  O ُx n  x ُf   

e x f  ّينصف     ٍh x i  من الداخل  ،O ُx n  x ُf    

   E x O  ّصفين     ٍx  من الخازج   

  

e x O  ّينصف     ٍx  من الخازج       E 
Oh

i O
  =

x h

ix
   

E 
fh

f i
 =

x h

x i
  =

Oh

i O
   D 

i f

O i
  =

fh

Oh
  

 

 

 

 

 

 

  

h 

O f 

K 

x 

i 

 سم ٘

 سم ٕ

h 
f i

x 

O 

x 

$ 
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 الهندسة المشتوية لوبيتال فى الرياضيات

،   w ُU ميتصف  x،  فُٔ"   s w U:  5مثال 

 فٙ  s ُwالرٖ قطع ّ  x iبالميصف   s x wٍ     ىصفت

i  ،زضه ثه  i K  /  /    ّw ُU   فقطع s ُU  ٙف K   

 : أثبت أٌ 

(ٔ )
xs i s

Ux w i
     (ٕ )x K ّ ٓيصف     ٍs U x   

 الحل 
  

 

 

 

 

 

 

 

e x منتصف w ُU     E w x  =x U   ( ٔـــــــ ) 

e x i  ّينصف    ٍw x s      E 
s

iwx

x i s

w
 ( ٕـــــ ) 

 :نجد أٌ ( ٕ( ، )ٔ) مً

                 
s

iUx

x i s

w
   ( ٖــــــــــــ ) 

e  i ُK        /  /w ُU          E 
K s i s

UK w i
  ( ٗـــــــ ) 

 : نجد أٌ ( ٗ( ، )ٖ)مً 

K s

UK
  =

xs

Ux
      E x K      ٍ يىصف ّs x U  

 

  فٙ الصكل المقابل : 6مثال 

s ُw     $ُ /  /K       /  /f ُO     ،     
Oh wh

$f $s
  

  O h w  ٍ   ٓيصف  ّ h K:   أثبت أٌ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e s ُw     $ُ /  /K       /  /f ُO        

                            E   
K w $s

O K f$
   ( ٔـــــــــــ ) 

 

e 
Oh wh

$f $s
         E   

$s wh

$f Oh
  ( ٕـــــــــــ ) 

  : نجد أٌ( ٕ( ، )ٔ) مً

       E    K w

O K
   =

wh

Oh
  

      E h K ّ  ينصف     ٍO h w  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s 

w U 
x 

i K 

s w 

$ K 

f O 

h 
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 تطبيقات التناسب فى الدائرة 

 

 قوة نقطة بالنشبة للدائرة   (ٔ)

 بالنطبُ لمدائسَ hقىَ النقطُ 

 نق  التي نصف قطسها $

 هى العدد الحقًقٌ 

 Rم(h( = )h$)
ٕ
نق  – 

ٕ
   

 

التنبؤ  من قوة النقطة بالنشبة للدائرة    (ٔ)

 بموقعها من الدائرة 

التي نصف   $نقطه فِ وطتىٍ الدائسَ   hإذا كانت 

 قطسها نق 

 فإذا كان : 

Rم(h)   >0  ( ُقًىُ  وىجب     )فإن h   خازج الدائسَتقع   

Rم(h)  =0                               فإن h   عمٌ الدائسَ  تقع 

Rم(h)  <0   ( ُقًىُ  ضالب      )فإن h   داخن الدائسَتقع   

 

 قوة النقطة التي تقع خارج الدائرة والمناس لها  (ٕ)

 تقع خازج الدائسَ h إذا كانت النقطُ

  x مماع لها عندّ  h x و 

  :  فإن 

Rم(h( = )h )$
ٕ
نق  – 

ٕ
  

  ( =h $ ( )نق +$h –  ) نق  

  =h f  ×h O ( =h x)
ٕ

     

   D  h x =   r  Rم(h  )  

جرز قىَ  =أّ ان طىه المىاع ون نقطُ خازج الدائسَ 

 النقطُ بالنطبُ لمدائسَ 

 

 قوة النقطة التي تقع داخل الدائرة  (ٖ)

 تقع داخن الدائسَ  hإذا كانت النقطُ 

 : فإن  xمماع لها عند ّ  h x و 

 

Rم(h( = )h )م
2
نق – 

2
  

  ( =h  نق( )  -مh  = ) م + نق 

D   Rم(h=  )  h-  ب ×h O   =- h i  ×h x  
 

 المحور الاساسي لدائرتين مختلفتين  (ٗ)

هى مجىىعُ النقاط التي لها نفظ القىَ بالنطبُ 

 لمدائستين 

 

 

   القاطع والمناس وقياسات الزوايا (ٕ)
 

  ٔمشهور  

شاويُ تقاطع وتسين داخن الدائسَ تطاوٍ نصف حاصن 

 جمع القىضين المقابمين لها 

 

  ففِ الشكن المقابن  :

هـ^ جـ ( =  hق)
(Oh)R (xf)R

2


  

 

  ٕمشهور  

شاويُ تقاطع وتسين خازج الدائسَ تطاوٍ نصف حاضن 

 طسح القىضين المقابمين لها 

 
 :  المقابنففٌ الشكن 

 

 

^ـ ( =   ق)ه
(xf)R ( Oh)R

2


  

 

  ٖمشهور 

شاويُ تقاطع مماع وقاطع او مماضان خازج دائسَ  

  تطاوٍ نصف حاصن طسح القىضين المقابمين لها

 

 -فِ الشكن المقابن :

 

 

 

 

 

R(h ̂) = 
( xf )R (O f)R

2


   

R) ^هـ( = 
(O f)R (O s f)R

2


    

 

 

 

  

h 
$ 

 نق نق

h 
$ 

 نق نق

x 

f 
O 

h 

$ 

 نق
f O 

x 

i

f 

h 

O 

x 

i 

h 
f 

x O 

i 

i 

f 

O 

s h 

f 

x O 
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 حدد وىقع النقط التالًُ بالنطبُ لمدائسَ : 1مثال 

ثي أحطب بعد سم ،  ٓٔ  والتِ طىه نصف قطسها$  ، 

 نقطُ عن وسكص الدائسَ   كن

(ٔ )R$(h = )- ٖٙ     

(ٕ )R$(f = )9ٙ    

(ٖ )R$(O صفر = ) 

 

 الحل 
(ٔ )R$(h = )- ٖٙ        E h  الدائرةداخل  

Rم(h( = )h$)
ٕ
نق  – 

ٕ
    =- ٖٙ 

(h )$
ٕ
 – (ٔٓ)

ٕ
  =- ٖٙ 

 (h )$
ٕ
 – ٔٓٓ  =- ٖٙ 

D  (h )$
ٕ
  =- ٖٙ  +ٔٓٓ   =ٙٗ 

h   ِ   = $ٙٗ   =8 سم 

 

(ٕ )R$(f = )9ٙ       E f  خارج الدائرة   

Rم(f( = )f$)
ٕ
نق  – 

ٕ
    =9ٙ 

(f )$
ٕ
 – (ٔٓ)

ٕ
  =9ٙ 

 (f )$
ٕ
 – ٔٓٓ  =9ٙ 

D  (f )$
ٕ
  =9ٙ  +ٔٓٓ   =ٔ9ٙ 

f  ِ   = $ٔ9ٙ   =ٔٗ  سم 

 

(ٖ )R$(O صفر = )      E  O على الدائرة   

                    E O  = $ٔٓ  سم 

  

 أوجد قىَ النقطُ  المعطاَ بالنطبُ الى :  2مثال 

  ، والتِ طىه نصف قطسها  نق$  الدائسَ

 سم  9=  نقسم  ،    ٕٔ$ =  h حًث h النقطُ( ٔ)

 سم   ٘ٔ=  نقسم  ،   f  = $8 حًث f النقطُ( ٕ)

 سم   7=  نقسم  ،  O  = $7 حًث O النقطُ( ٖ)

 الحل 
(ٔ )Rم(h( = )h$)

ٕ
نق  – 

ٕ
    

                 ( =ٕٔ)
ٕ

   -  (9)
ٕ
  =ٔٗٗ – 8ٔ  =ٖٙ 

(ٕ )Rم(f( = )f$)
ٕ
نق  – 

ٕ
    

                  ( =8)
ٕ
 – (ٔ٘)

ٕ
  =ٙٗ – ٕٕ٘  =- ٔٙٔ  

(ٖ )Rم(O( = )O$)
ٕ
نق  – 

ٕ
    

   لأن النقطة على الدائرة= صفر                       

  فِ الشكن المقابن:  3مثال 

 ، $K ِدائستان وتقاطعتان ف h  ،f بحًث  

 h f  ّB O x  ّB i  { =  ّوs  ،  }s x  =ٕ x O  

 ،i  = سم  ،  ٓٔوR K (s = )ٔٗٗ   

  K$ ،  لمدائستينمحىز اضاضٌ    q h f  أثبت أن( ٔ)

 ُ و  s ُO   ،s أوجد طىه كلا ون( ٕ)

  زباعٌ دائسٍ iو  O x أثبت أن الشكن( ٖ)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الحل
  R$(f= ) صفر  لان f  تقع على الدائرة $ 

 R K (f  = )لأن صفر f  تقع على الدائرةK  

E R$(f = )R K (f   ) 

           E f J ( ٔــــــــ )   للمحور الاساسي للدائرتين 
 

 R$(h= ) صفر  لان h تقع على الدائرة    $ 

  =لأن صفر h تقع على الدائرة   K   

E R$(h = )R K (h   ) 

         E h J ( ٕــــــــ )  للمحور الاساسي للدائرتين 

 :نجد أن ( ٕ( ، )ٔ) من

 q h f    الاساسي للدائرتينهو المحور 

e s J  q h f         E  =R K (s  ) 

   E R K (s  = )s   و ×s i   =ٔٗٗ  

     s  و ( ×s  + ٓٔو  = )ٔٗٗ  

    (s )و
ٕ
  +ٔٓ (s  )و– ٔٗٗ  =ٓ   

    (s    8  -و  ( )s  + 8ٔو   = )ٓ  

   s  = سم     ،     8وs  = مرفوضة      8ٔ -و 

s 

x 

O 
h 

 و

i 

f 

$ K 
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  E  R$(s)  =s x   ×s O   =ٔٗٗ     

                       =  s x ( ×s x  +x O  = )ٔٗٗ   

e  s x  =ٕ x O    

       E  s x ( ×s x  +x O  = )ٔٗٗ    

      E  ٕ x O   ( ×ٕ x O  +x O  = )ٔٗٗ  

       ٕ x O  ×ٖ x O   =ٔٗٗ  

      ٙ  (x O )
ٕ
  =ٔٗٗ     D  (x O)

ٕ
  =

144

6
  =ٕٗ  

  D  (x O)
ٕ
  =ٕٗ    D  x O   ِ  =ٕٗ    =ٕ    ِٙ    

E s O  =s x  +x O  =ٕ x O  +x O  

            =ٖ x O  =ٖ  ×ٕ     ِٙ     =ٙ     ِٙ    سم 

 

 سم  ، ٕٓ  طىه نصف قطسها $الدائسَ :  4مثال 

 h ُزضي الىتسسم  ،  ٙٔ  نقطُ تبعد عن المسكص وطاف 

f ُO   حًث h J f ُO     ،h f  =ٕ h O  

   f ُO الىتس احطب طىه 

 الحل 
 

 

 

 

 
 

h x  =ٕٓ – ٔٙ  =ٗ  سم 

   R $(h  = )- h x   ×h i    

              =- ٗ  ×ٖٙ   =- ٔٗٗ  

  R $(h  = )- h O   ×h f    

               =- h O  ×ٕ h O   =- ٕ (h O)
ٕ
  

E    - ٕ (h O)
ٕ

     =- ٔٗٗ  

 D   (h O)
ٕ
  =

144

2




 =7ٕ  

    E h O   ِ   =7ٕ    =ٙ     ِٕ    

     E f O  =h O  +h f  =h O  +ٕ h O  

                 =ٖ h O  =ٖ×ٙ     ِٕ    

               =ٔ8    ِٕ  

 

وطتعًنا بمعطًات الشكن أوجد قًىُ :  5مثال 

  السوص

(ٔ          ) 

 

 

 

 

 

 الحل 
e q h f  B q O x    { =i  } 

      E R(O i  ^f  = )
(f O)R (xh)R

2


   

                     s   =
120 100

2


   =ٔٔٓ    ْ 

 

 

 

(ٕ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e h f  ّB O x  { =  ّi  } 

        E R= ) ـ^   )ه
(xf)R ( Oh)R

2


     

30

1
  =

40 s

2


 

D  s – ٗٓ  =ٕ  ×ٖٓ 

E s  =ٙٓ  +ٗٓ  =ٔٓٓ    ْ 

 

 

 

 

 

 

 

 

h ٔٙ  سم $ 

f 

O 

x i ٕٓ  سم 

O x 

h 

f 

ٖٓ 

ٗٓ 

s 

i 

O 

x 

h 

f 

ٔٓٓ 

s 

i 

ٕٔٓ 
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(ٖ ) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e  h f  ّ مماس عندf   ،h ُO    قاطع للدائرة 

          E R   (ٍh  = )
( xf )R (O f)R

2


   

            E 
65

1
  =

55 5 s3

2

 
  =

50 s3

2


  

E ٖ s – ٘ٓ   =ٖٔٓ 

D ٖ s  =ٖٔٓ +٘ٓ  =ٔ8ٓ 

D s  =
180

3
   =ٙٓ   ْ 

 

(ٗ ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل 
e  h f   ،   ّh O  ّمماسان للدائرة عند f  ،O  

   E R(? f O + )R (f ? x O  = )ٖٙٓ 

    E ٖٔٓ +ٖ s  +٘  =ٖٙٓ   

     ٖ s  =ٖٙٓ – ٖٔ٘   =ٕٕ٘  

      s  =
225

3
  =7٘     ْ 

  E R    ٍ(h  = )
(O f)R (Oxf)R

2


  

     U    =
130 230

2


 =

100

2
  =٘ٓ    ْ 

 

 تدريبات على تطبيقات التناسب فى الدائرة 

 

$  ،  حدد وىقع النقط التالًُ بالنطبُ لمدائسَ( ٔ)

  ثي أحطب بعد كنسم ،  7  والتِ طىه نصف قطسها

نقطُ عن وسكص الدائسَ 

(ٔ )R$(h = )- ٕٗ       (ٕ )R$(f = )7ٕ   

(ٖ )R$(O صفر = )  
 

أوجد قىَ النقطُ  المعطاَ بالنطبُ الى ( ٕ)

  ، والتِ طىه نصف قطسها  نق$  الدائسَ

 سم  8=  نقسم  ،   ٓٔ$ =  h حًث h النقطُ( ٔ)

 سم   ٕٔ=  نقسم  ،   ٓٔ$ =  f حًث f النقطُ( ٕ)

  سم   ٓٔ=  نقسم  ،  ٓٔ$ =  O حًث O النقطُ( ٖ)
 

سم   ٕ٘=   إذا كان بعد نقطُ عن وسكص الدائسَ( ٖ)

،   ٓٓٗ يطاوٍ وقىَ هره النقطُ بالنطبُ إلى الدائسَ

  أوجد طىه نصف قطس هره الدائسَ
 

   فى الشكل المقابل( ٗ)

مماع     h  ،f  q i xوتقاطعتان فِ   K$ ،   دائستان

 عمِ الترتًب   x  ،i عند  K$ ، وشترك لمدائستين  
 

f h   ّB  q x i   { =O  } 

 محىز اضاضٌ لمدائستين   q f O: أثبت أن ( ٔ)

 ، ٖٙR K (O  = )سم   ،  h f  =9إذا كان ( ٕ)

    O ُh     ،O ُx  طىه أوجد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،  ٕٖR   (ٍh = ):  فِ الشكن المقابن( ٘)

 R(f x ̂O = )7ٓ     ،R(? h f  = )9ٗ   ، 

 R(? O w = )ٔٓٓ   أوجد 

(ٔ )R(? s w(      )ٕ )R(? h s(    )ٖ )R(i )̂ 

 

 

 

 

 

 

 

O x h 

f 

ٙ

٘٘ 

O 

U 
h 

f 

ٖٔٓ 

x 

x 
O 

h 

i 

f 

$ K 

h 
f 

O w 

s 

i 

x 
ٖٖ 

7ٓ 

9ٗ 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 =
−𝒃 ±  𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 




