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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

 طرق قياس الزاوية 

 
قد علنيا ضابقا أٌ الصآّ٘ ٍٙ مجسد إتحاد غعاعين 

تطنٙ ٍرِ اليقط٘ زأع لهنا ىفظ ىقط٘ البدآ٘ 

 الصآّ٘ ّٓطنٙ الػعاعاٌ بضلعٙ الصآّ٘ 

 ففً انشكم انمقابم :

 h f ّC  h O ّ  ٌغعاعا 

 يمجلاٌ ضلعا الصآّ٘  

  ٘اليقطh  ّ٘ٓتمجل زأع الصا 

 h f  ّC h O ّ  ( =f h ̂O  ) 
    f h O  ٍ   ّيملً التعبير بَا كالتالى

 

  -الزاوية الموجهة :

مً التعسٓف الطابق للصآّ٘ نجد أٌ الصآّ٘ الطابق٘ 

    O h f   أو ٍ      f h O   :ٍ   يملً قساٛتَا كالتالى

ّللً إذا عندىا تستٔب الضلعين أسدٍنا ىَاٜٙ 

للصآّ٘ ٓتػير  ّالاخس إبتداٜٙ فإٌ المفَْو الطابق

ّٓصبح الصآّ٘ المْدَ٘ لرا فإىُ فٙ سال٘ الصآّ٘ 

المْدَ٘ تلٌْ الصآّ٘ عبازٗ عً شّز مستب مً 

الاغع٘ مطقطُ الاّل ٍْ الضلع الابتداٜٙ ّالمطقط 

 الجاىٙ ٍْ الضلع اليَاٜٙ 

 

 تعريف الزاوية الموجهة :

ٍٙ شّز مستب مً غعاعين ) ٍنا ضلعا الصآّ٘ ( لهنا 

 ٘ البدآ٘  تطنٙ زأع الصآّ٘ ىفظ ىقط

  

 فٙ الػلل المقابل : 

 

 إذا اعتبرىا اٌ( ٔ)

 الضلع الابتداٜٙ  

 فإٌ الصّز المستبّ fو  ّالضلع اليَاٜٙ ٍْ   ّ  hو ٍْ

 و ب  h   ٍ  ٓعبر عً الصآّ٘ المْدَ٘(  ّ  hّ ، و  f) و  

 

 

  إذا اعتبرىا اٌ الضلع الابتداٜٙ( ٕ)

 :   فإٌ  hهىّ و ّٙالضلع اليَاٜهى ّ وب 

  ٓعبر (ّ hّ  ، و  fو ) الصّز المستب

   hو  f   ٍعً الصآّ٘ المْدَ٘   

 

 

 ملحوظة مهنة :

 َ٘الصآّ٘ المْد (h و f )W َ٘الصآّ٘ المْد (f   وh ) 

  فٙ الصآّ٘ المْدَ٘ ٓسضه ضَه خازز مً الضلع

  الابتداٜٙ الى اليَاٜٙ

  زاوية الموجهةالقياس الموجب والقياس الشالب لل
 

 قٔاع الصآّ٘ المْدَ٘  (ٔ)

 ٓلٌْ مْدب إذا كاٌ الإتجاِ مً  

 الضلع الابتداٜٙ الى اليَاٜٙ فٙ  

  علظ سسك٘ عقازب الطاع٘

 

 قٔاع الصآّ٘ المْدَ٘ (ٕ)

 ٓلٌْ ضالب إذا كاٌ الإتجاِ مً  

 الضلع الابتداٜٙ الى اليَاٜٙ فٙ 

 ىفظ سسك٘ عقازب الطاع٘ 

 

  د قٔاع كلا مً الصّآا الاتٔ٘اّد:   تدريب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الوضع القياسى للزاوية الموجهة 

 

 تلٌْ الصآّ٘ المْدَ٘

 : فٙ الْضع القٔاضٙ إذا تحقق 

 

 زأع الصآّ٘ ميطبق علٙ ىقط٘ الاصل  

  الضلع الابتداٜٙ للصآّ٘ ٓيطبق علٙ محْز الطٔيات

  المْدب

 

 

 لمْدَ٘ الاتٔ٘ :أّدد قٔاع كلا مً الصّآا ا:  مثال

 

 

 

 

 

 انحم

(ٔ )R(h )̂المْدَ٘ القٔاضٔ٘وب  =ٙٓ    ْ 

(ٕ )R(h )̂المْدَ٘ القٔاضٔ٘وب  =- ٖٓ    ْ 

(ٖ )R(h )̂المْدَ٘ القٔاضٔ٘وب  + =ٕٔٓ   ْ 

 
 

 

 رأظ الشاوية 

ضلعى 

 الشاوية  

h  

f

  

O  

h  f  

O  

 ضيع إتتدائى  

h  f  

O  

 ضيع وهائى  

h  f  

O  

 ضيع إتتدائى  

h  f  

O  

 ضيع وهائى  

ٙٓ 7ٓ 

h 

fO 
ٕٔٓ 

s 

w U 

g 

ٙٓ 

f 

h و 

ٖٓ 

f 

h و ٕٔٓ 
f 

h و 
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f 
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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

 قياس الزاوية الموجهة فى الوضع القياسى 

 القٔاضٙ  الْضع  فٙ  المْدَ٘ الصآّ٘ 

 لها قٔاضاٌ إسداٍنا مْدب 

 ّالاخس ضالب  ّذلم كالتالى: 

 

 فٙ الػلل المقابل : 

 التٙ صيعَا  الضلع ّ ب  h الصآّ٘

 ّ hو مع الضلع الابتداّٜٙ  fو   اليَاٜٙ

علٙ ضبٔل المجال فإٌ الضلع اليَاٜٙ  ٓٙ=  c فإذا كاىت

  ٓلٌْ مطازِ كالتالى :

  المطاز الاّل ٍْ اىُ داز فٙ علظ سسك٘ عقازب

  ُ الطَه الاّلالطاع٘ ّذلم ما ٓبٔي

  ٓٙ(= + fو̂  h)D R ّفٙ تلم الحال٘

 
  ٘المطاز الجاىٙ اىُ داز فٙ ىفظ سسك٘ عقازب الطاع

 ٓبٔيُ الطَه الجاىٙ ّذلم ما

  ٖٓٓ -(= fو̂ h)D R ّفٙ تلم الحال٘ 

 

القٔاضين المْدب ّالطالب ّىلاسظ أٌ مجنْع  مقٔاضٙ 

= 063 

 ملاحظات مهنة : 

(ٔ  )R(h  )المْدَ٘و̂ ب = - R ^ب و(h ) َ٘المْد 

  7ٓ=  المْدَ٘و̂ بR(h )فنجلا إذا كاٌ:  

 D R ^ب و(h )َ٘7ٓ -=  المْد  
 

قٔاضٙ قٔاضاٌ لللل شآّ٘ مْدَ٘ فٙ الْضع ا( ٕ)

  إسداٍنيا مْدب ّالاخس ضالب

  ٖٓٙ+  s  =s القٔاع المْدب للصآّ٘ الطالب٘( ٖ)

  ٖٓٙ – s  =s القٔاع الطالب للصآّ٘ المْدب٘( ٗ)

 

  اّدد القٔاع المْدب لللا مً الصّآا الاتٔ٘ :3مثال 

(ٔ )c  =- ٙٓ     (ٕ   )c  =- ٔٙٓ      ْ(ٖ )c =- ٖٓٓ     ْ 

 الحل
 ْ    ٖٓٓ= ٖٓٙ+ ٓٙ - =  ٓٙ -  الكياظ المودب للشاوية( ٔ)

 ْ   ٕٓٓ= ٖٓٙ+  ٓٙٔ -= ٓٙٔ -  الكياظ المودب للشاوية( ٕ)

 ْ    ٓٙ= ٖٓٙ+  ٖٓٓ -=  ٖٓٓ – الكياظ المودب للشاوية( ٖ)

 

  أّدد القٔاع الطالب للل مً الصّآا الاتٔ٘:  4مثال 

(ٔ )ٕٔٓ         ْ(ٕ  )0ٓ          ْ(ٖ  )ٕٗٓ   ْ 

 الحل
 ْ   ٕٓٗ  -= ٖٓٙ - ٕٓٔ=ْ  ٕٓٔ الكياظ الضالب للشاوية( ٔ)

 ْ    0ٕٓ -=   ٖٓٙ – 0ٓ= 0ٓ الكياظ الضالب للشاوية( ٕ)

 ْ   ٕٓٔ -=  ٖٓٙ – ٕٓٗ= ٕٓٗ للشاويةالكياظ الضالب ( ٖ)
 

  موقع الزاوية فى المشتوى الاحداثى المتعامد

 

المطتْٖ الاسداثٙ المتعامد كنا بالػلل ٓيقطه الى ازبع٘ 

 لاسظ ما ٓاتٙ   ازباع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  c  >  0ٓ  < ٓ  إذا كاٌ:( ٔ)

  تقع فٙ c فإٌ الصآّ٘

  السبع الاّل 

 

 

  c > ٔ0ٓ   < 0ٓ: إذا كاٌ( ٕ)

 تقع فٙ  c فإٌ الصآّ٘

 السبع الجاىٙ  

 
 

 

 c >  ٕ7ٓ < 0ٓٔ إذا كاٌ:( ٖ)

  تقع فٙ c فإٌ الصآّ٘

 السبع الجالح   

 
 

 

 ٖٓٙ <  c < 7ٕٓ: إذا كاٌ( ٗ)

  تقع فٙ c فإٌ الصآّ٘

   السبع السابع 

 
 

وفى حالة اٌ وقع الضلع اليَائى على محور مً المحاور مجل  

s  أوw و الضالب تضنى الشاوية فى تلك الحالة المودب ا

 بالشاوية المحورية او الشاوية الزبعية كالتالى :

 

  ٖٓٙأّ   صفس=  c  إذا كاىت( ٔ)

 فإٌ الضلع اليَاٜٙ ٓلٌْ ميطبقا

  المْدب sر المحْ علٙ 

c 

f 

h 
 و

 و  ٖٓٙ،  ٓ
ٔ0ٓ  

 

0ٓ 

ٕ7ٓ 

الزبع 

  الاول 
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  c  =0ٓ إذا كاىت( ٕ)

 فإٌ الضلع اليَاٜٙ ٓلٌْ ميطبقا

   المْدب wعلٙ المحْز  

 

 

  c  =ٔ0ٓ  ىتإذا كا( ٖ)

 فإٌ الضلع اليَاٜٙ ٓلٌْ ميطبقا 

 الطالب   sعلٙ محْز 

 

 

  c  =ٕ7ٓ إذا كاىت( ٗ)

 فإٌ الضلع اليَاٜٙ ٓلٌْ ميطبقا 

 الطالب    wعلٙ محْز

 

 

 الزوايا المتكافئة 

 تأمل الاغلال الاتٔ٘ بدق٘ ّلاسظ :

 

(ٔ                     )  (ٕ) 

 

 

 

 

 

 

(ٖ )    (ٗ) 

 

 

 

 

 

 

(٘)       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الضلع اليَائى صار فى عكط عكارب الضاعة  (ٔ)

فكط لذا فإٌ الاىفزاج الحادخ بين الضلع الابتدائى  cبشاوية 

   c  واليَائى ٍو

 

 الضلع اليَائى صار فى عكط عكارب الضاعة بشاوية (ٕ)

 c  +اى اٌ قياظ الشاوية  دورة كاملة  =c +ٖٙٓ   ًولك

 لضلعين الابتدائى واليَائىالاىفزاج الحادخ بين ا

   c  = يظل كنا ٍو 

 الضلع اليَائى صار فى عكط عكارب الضاعة (ٖ)

  اى اٌ قياظ الشاويةدورتين كاملتين  +  c  بشاوية

=  c  + ٕ×ٖٙٓ   ولكً الاىفزاج الحادخ بين الضلعين

   c  = يظل كنا ٍو  واليَائى الابتدائى

 

الضاعة  عكارب الضلع اليَائى صار فى ىفط حزكة ( ٗ)

 اى اٌ قياظ الشاوية   c –  دورة كاملة   بشاوية

  =ٖٙٓ – c   ولكً الاىفزاج الحادخ بين الضلعين 

    c=  يظل كنا ٍو  الابتدائى واليَائى

 

الضلع اليَائى صار فى ىفط حزكة  عكارب الضاعة ( ٘)

 اى اٌ قياظ الشاوية   c –  دورتين  كاملتين  بشاوية

 = ٕ ×ٖٙٓ – c    ولكً الاىفزاج الحادخ بين الضلعين

    c =يظل كنا ٍو   الابتدائى واليَائى

 

فى كل الاعكال الضابكة نجد أٌ الاىفزاج الحادخ بين 

  c =الضلع الابتدائى واليَائى ثابت فى كل مزة وٍو 

  لذا فإٌ جميع الشوايا الضابكة يكال عيَا اىَا متكافئة

 

 الزوايا المتكافئة :

صّآا التٙ لها ىفظ الضلع اليَاٜٙ عيدما ٍٙ تلم ال

  تلٌْ فٙ الْضع القٔاضٙ 

 

 أٌ : ّىطتيتر مما ضبق 

c  =  c  #ٖٙٓ   =  c  #ٕ×ٖٙٓ  =  c  #ٖ ×ٖٙٓ  
 

 ملاحظات مهنة :

قٔاع شآّ٘  فإٌ جمٔع الصّآا التٙ  c إذا كاىت(  ٔ)

 تلٌْ متلافٝ٘ {  ٖٓٙ×  c  +K}  قٔاضَا 

  K J w سٔح

 

جمع ) إضاف٘ ( أّ طسح أٚ عدد مً الدّزات يملً ( ٕ)

اللامل٘ للصآّ٘ ّذلم لً ٓؤثس فٙ مْضع الضلع 

اليَاٜٙ  فٙ المطتْٚ الاسداثٙ المتعامد فٙ الْضع 

 أٚ أىُ يملً اضاف٘ أٚ عدد مً الـ القٔاضٙ للصآّ٘ 

 للصآّ٘ أّ طسسَا ميَا ّلً ٓؤثس ذلم علٙ الصآّ٘  ٖٓٙ

 

فٙ المطتْٚ الاسداثٙ المتعامد ( لمعسف٘  مْقع الصآّ٘ ٖ)

 فإذا شادت الصآّ٘ عً]  ٖٓٙ،  ٓ[  يجب اٌ تيشصس بين

 يجب طسح دّزٗ اّ دّزتين اّ ثلاخ دّزات اّ اكجس  ٖٓٙ
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عيدما تلٌْ الصآّ٘ ضالب٘ ىضٔف عدد أكبر ( ٗ)

ميَا ّعيدما تلٌْ الصآّ٘ مْدب٘ ىطسح ميَا عدد 

 اصػس ميَا ّلاسظ اٌ :

  ٖٓٙ =      دّزٗ ّاسدٗ

  7ٕٓ=  ٖٓٙ× ٕ=              دّزتين

  0ٓٓٔ=  ٖٓٙ×ٖ=        ثلاخ دّزات

  ٓٗٗٔ=  ٖٓٙ×ٗ=       ازبع٘ دّزات

  0ٓٓٔ=  ٖٓٙ× ٘=     خمط٘ دّزات

 

: عين السبع الرٚ تقع فُٔ كلا مً الصّآا  1مجال 

  الاتٔ٘

(ٔ )ٖ٘ٓ                  (ٕ)ٔٙ7ٓ           (ٖ)- 7ٗٓ   

(ٗ )– ٖٖ٘ٓ             (٘ )ٖٗ٘   

 الحل
 لذا يجب طزح ٖٓٙ الشاوية مودبة واكبر مً  ٖٓ٘( ٔ)

  ٖٓٙ ميَا عدد أصػز ميَا وٍو دورة واحدة

ٖ٘ٓ – ٖٙٓ  =ٔ7ٓ  E الشاوية فى الزبع الجاىى  

 

لذا يجب طزح  ٖٓٙ الشاوية مودبة واكبر مً  7ٓٙٔ( ٕ)

 وراتعدد مً الدورات الكاملة اصػز ميَا وٍو اربعة د

  ٓٗٗٔ وٍى

E c  =ٔٙ7ٓ – ٔٗٗٓ  =ٕٖٓ   E الشاوية فى الزبع الجالح  

 

الشاوية صالبة واصػز مً الصفز  لذا يجب   7ٗٓ –( ٖ)

إضافة عدد مً الدورات الكاملة مجنوعَا اكبر مً 

  0ٓٓٔ=  دورات ٖ الشاوية وٍى

c  =-7ٗٓ  +ٔٓ0ٓ  =ٖٗٓ  E الشاوية فى الزبع الزابع  

 

وية صالبة  يجب إضافة عدد مً الدورات سا  ٖٖٓ٘ –( ٗ)

دورات  ٓٔ الكاملة مجنوعَا أكبر مً الشاوية وٍى

   ٖٓٓٙ = كاملة وٍى

c  =-ٖٖ٘ٓ  +ٖٙٓٓ  =7ٓ  E الشاوية فى الزبع الاول  

 

 لذا لً]   ٖٓٙ،  ٓ[ ساوية مودبة  تيخصز بين  ٖ٘ٗ( ٘)

  يته اضافة اى  عدد مً الدورات الكاملة  او الطزح ميَا

c  =ٖٗ٘  ساوية تكع فى الزبع الزابع   

  

 سدد السبع الرٚ تقع فُٔ  الصّآا الاتٔ٘   : تدريب

      ٓٓ٘ٔ( ٖ)                ٖٓٙ( ٕ)          ( صفر     ٔ)

(ٗ )–  ٖٖٔٙ             (٘ )- ٕٖ0٘            (ٙ )ٔ00ٓ      

(7 )- ٔ7ٔٓ              (0 )7٘٘   

 ةوحدات قياس الزاوي

 القياس الشتييى للزاوية

 

 قْع ٖٓٙقاو علناٛ السٓاضٔات  بتقطٔه الداٜسٗ إلى  

متطآّ٘ كل قْع مً ٍرٗ الأقْاع ٓطنٙ الدزد٘ 

ثه قامْا بتقطٔه كل قْع مً ال   ْ      ّٓسمص لُ بالسمص

قْع أصػس كل قْع ٓطنٙ  دقٔق٘  ٓٙقْع إلى  ٖٓٙ

قْاع  إلى ثه تم تقطٔه  ٍرٗ الأ   َ    ّٓسمص لها بالسمص

 ً       بـقْع أصػس تمجل الجْاٌ ّٓسمص لها  ٓٙ

 

 
 ْ             ٔمو قىس =                                     

 قىس  ٖٓٙمجمىعهم =                                     

                                                    =ٖٙٓ                ْ 

                                       

 

 

              
                                                              O xقىس أصغر  داخو   ٓٙ                  

 َ   دقيقة             ٔمو قىس =                             

                            
                   

 

        

                               
  و  iقىس اصغر داخو  ٓٙ                     

        
 ً  ثاوية           ٔمو قىس =                         

                           

     

    
لرا فالقٔاع الطتٔيٙ للصآّ٘  ٓػبُ  أّ يماثل القٔاع 

 الصمً للْقت  

 قٔاع الطتٔيٙ ملٌْ مً  دزدات  ّكل دزد٘ بَافال

  ثاىٔ٘ ٓٙ دقٔق٘ ّكل دقٔق٘ بَا ٓٙ

 ٓٙ ّكرلم الْقت فالطاع٘ تياظس الدزدات سٔح بَا

 ثاىٔ٘  ٓٙ دقٔق٘ ّالدقٔق٘ بَا

 ّيجب ملاسظ٘ أٌ : 

  ٔ   = ْٙٓ      َ 

  ٔ  = َ  ٙٓ      ً 

 ٔ   = ْٖٙٓٓ     ً  
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ه
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 القياس الدائرى للزاوية

تند ٍرا القٔاع علٙ طْل القْع مً الداٜسٗ التٙ ٓع

تحصسٗ الصآّ٘ المسكصٓ٘ المساد قٔاضَا ّكرلم طْل 

 ىصف القطس للداٜسٗ 

 

 حقيقة هيد سية :

فٙ الدّاٜس المتشدٗ المسكص إذا زسمت شآّ٘ مسكصٓ٘ 

فإٌ اليطب٘ بين طْل القْع المقابل لهرِ الصآّ٘ 

المياظسٗ لُ المسكصٓ٘ إلى طْل ىصف قطس الداٜسٗ 

ٓطاّٚ مقداز ثابت لجنٔع الدّاٜس المتشدٗ المسكص  

 كالتالى :

 

 

 

 

 أٚ أٌ : 

ih

$h
 =

K f

$ f
   =

x O

$ O
  مقداز ثابت=   

 ٍرا المقداز الجابت ٍْ 

أٚ اٌ القٔاع   $ القٔاع الداٜسٚ للصآّ٘ المسكصٓ٘ 

ٓعتند علٙ طْل القْع  داٜسٚ للصآّ٘ المسكصٓ٘ ال

 ّكرلم طْل ىصف قطس داٜستَا  فٔلٌْ  المقابل لها 

 

 

 القٔاع الداٜسٚ للصآّ٘ المسكصٓ٘  

  =
طىل انقىس انمقابم نها

نصف قطر دائرتها
 =

ق ن

ل
 D  c   

x
  =

ق ن

ل
  

 

 الزاوية اليصف قطرية 

لناٛ السٓاضٔات بقٔاع ىصف قطس داٜسٗ ما قاو ع

ّقامْا بتقطٔه الداٜسٗ الى اقْاع طْل  وق  ّلٔلً

قطس الداٜسٗ فْددّا الداٜسٗ  فأٚ ىص= وق كلا ميَا 

  تقسٓبا مً القْع 2ٕ0ٓ  اقْاع ّ  ٙ قد قطنت الى

فلل شآّ٘ قابلت اٚ قْع مً الاقْاع الطت٘ سمٔت 

= ع المقابل لها بالصآّ٘ اليصف قطسٓ٘ لأٌ طْل القْ

 ىصف قطس داٜستَا 

 

 الصآّ٘ اليصف قطسٓ٘ :

 ٍٙ شآّ٘ مسكصُٓ طْل القْع 

 طْل ىصف قطس داٜستَا = المقابل لها  

 

=  cفإٌ    = وق g  ّعيدما ٓلٌْ

ق ن

ل
  =

ل

ل
  =ٔ 

x 
  

اوية اننصف أي ان وحدة انقياس انزاوية بانتقدير اندائري هً انز

 قطرية 

 المعيى الحقيقى لوحدة قياس الزاوية 

 ما معيٙ قْليا أٌ الصآّ٘

 c   =ٕٓ      ًٖٓ     َٗٓ   ْ 
 ٍرا ٓعيٙ اىُ لدٓيا شآّ٘ ما إذا ّضعيا ٍرِ الصآّ٘ فٙ

قْع ّكل قْع ميَه مقطه  ٖٓٙ داٜسٗ مقطن٘ الى

 ٓٙ قْع اصػس ّكرلم كل قْع مقطه الى ٓٙ الى

ّضعيا الضلع الابتداٜٙ لهرِ الصآّ٘ ّ اخسًٓ اصػس

التٙ تمجل الدزدات فإٌ ضلعَا  علٙ اسد الاقْاع

 ٖٓ ّللً بعد ٓٗ القْع زقه اليَاٜٙ ٓلٌْ تجاّش

التٙ تمجل الدقاٜق ّكرلم  قْع مً الاقْاع الصػسٚ

الاقْاع الصػسٚ التٙ تمجل  مً ٖٓ  تجاّش القْع زقه

  ل الجْاىٙالرٚ يمج ٕٓ زقه الدقاٜق  ّثبت عيد القْع

 اٚ اٌ قٔاع الصآّ٘ بالتقدٓس الطتٔيٙ ٍْ معسف٘  كه

قْع مً الاقْاع التٙ تمجل الدزدات ّالدقاٜق ّالجْاىٙ 

  ضتلٌْ مقابل٘ لهرِ الصآّ٘
 

 ما معيٙ قْليا أٌ أٌ الصآّ٘

 c 
x
   =ٔ2٘ 

x
 قطسٓ٘  فشآّ٘ ىص  

 آضا نجد اىُ لدٓيا شآّ٘ ما ّضعياٍا فٙ الداٜ٘ 

طْل =  مً الاقْاع التٙ طْلها 2ٕ0ٙ  المقطن٘ الى

 ىصف  قطس الداٜسٗ  بحٔح ضلعَا الابتداٜٙ علٙ  بدآ٘

اسد الاقْاع ّاليَاٜٙ نجدِ  تجاّش قْع ّاسد ّثبت فٙ 

  ميتصف القْع الجاىٙ

اٚ اٌ قٔاع الصآّ٘ بالتقدٓس الداٜسٚ ٍْ معسف٘ كه 

طْل =  ٓقابل الصآّ٘ مً تلم الاقْاع التٙ طْلها قْع

  ف قطس الداٜسٗىص

 

 ملاسظات مَن٘ :

ّسدٗ  =إذا كاٌ طْل ىصف قطس الداٜسٗ  ىق ( ٔ)

 الاطْال فإٌ 

 طول الكوظ المكابل لها =  قياظ الشاوية بالتكديز الدائزى
 

الصآّ٘ المسكصٓ٘ التٙ تحصس قْضا طْلُ ضعف ( ٕ)

ٕ =طْل قطس الداٜسٗ  ٓلٌْ قٔاضَا 
x  

 وق  ٕ=  g سٔح  
 

 2٘ٓ = كصٓ٘ التٙ قٔاضَا الداٜسٚالصآّ٘ المس( ٖ)
x

  

ىصف طْل ىصف =  ٓلٌْ طْل القْع المقابل لها

 قطس الداٜسٗ 

  

f 

K 

h 

i 

O 

x 

$ 
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 العلاقة بين التقديريً 

 الدائرى والشتييى للزاوية

المعيٙ الحقٔقٙ للعلاق٘ بين التقدٓسًٓ الداٜسٚ 

ّالطتٔيٙ  ٍْ معسف٘ كه قْضا ضتٔئا ّكه قْع 

 بطسٓق٘ أخسٚ اّ  داٜسٓا ٓقابلاٌ ىفظ الصآّ٘ 

لرا فإىَا ْ    ٖٓ إذا كاٌ لدٓيا  شآّ٘ ما قٔاضَا الطتٔيٙ

 قْع  ٖٓ تقابل

قْع    ٖٓاىـ  لتشْٓلَا للتقدٓس الداٜسٚ يجب معسف٘ 

ّلإيجاد   تقابل كه مً الاقْاع فٙ اليظاو الداٜسٚ

 العلاق٘ بٔيَنا لاسظ ما ٓأتٙ : 

 ليفسض شآّ٘ مسكصٓ٘ تقابل ىصف الداٜسٗ  

  بالتقدٓس الداٜسٚ قٔاضَا

c 
x

   =
ق ن

ل
  =

ق ن

tق ن
   =t  

E  c 
x
  =t   ــــــــــــــــ (ٔ ) 

 
 طتٔنيقٔاضَا بالتقدٓس ال

التٙ تقابل   القٔاع الطتٔيٙ لهرِ الصآّ٘ المسكصٓ٘ 

   0ٓٔ=  ىصف الداٜسٗ

c  
ْ
  (ٕ) ــــــــــــــــــــ   081=   

  أّ العلظ نجد أٌ : (ٕ) علٙ(ٔ) ٘  المعادلّ٘بقطن 

x

ْ

t c

180 c
         أو

ْ

x

180 c

t c
  

c 
ْ
  =

x180 c

t


cو             

 x 
  =

ْt c

180


     

 

 ملاسظات مَن٘ : 

إذا عله قٔاع شآّ٘ معٔي٘ بالتقدٓس الداٜسٚ ( ٔ)

مباغسٗ دٌّ  0ٓٔتـ  t فإىُ  ٓته التعْٓض عً  t لال٘بد

للقاىٌْ  ّإذا اضتددميا القاىٌْ ضيشصل علٙ   السدْع

 اليتٔذ٘   ىفظ

إذا عله قٔاع شآّ٘ بالتقدٓس الطتٔيٙ ّأزاد قٔاضَا ( ٕ)

 بالتقدٓس الداٜسٚ فإىُ ىْدد الصآّ٘ بالتقدٓس الداٜسٚ

 إذا لم ٓطلب غير ذلم  t بدلال٘

 

أّدد القٔاع الداٜسٚ لللا مً الصّآا  : 1مثال 

 الاتٔ٘  مقسبا الياتر لأقسب زقنين عػسٓين 

(ٔ )ٖٓ      (ٕ )ٗ٘      (ٖ)ٙٓ      (ٗ )0ٓ      (٘ )ٕٔٓ          

  (ٙ  )ٖٓ     َٕٔٓ            ْ(7  )ٗٓ      ً٘ٓ    َٔٓٓ    ْ 

 الحل

(ٔ )c 
ْ
   =ٖٓ    ْ 

 D c 
x 

  =
ْt c

180


  =

t 30

180


  =

6

t
 =ٓ2ٕ٘ 

x
  

(ٕ )c  =ٗ٘       ْD  c 
x 

  =
ْt c

180


  

c 
x 

  =
t 45

180


 =

4

t
 =ٓ270 

x
  

 

(ٖ  )c  =ٙٓ    متروك    ْ 
......................................................................................

...................................................................................... 

 

(ٗ )c  =0ٓ  D  c 
x 

  =
ْt c

180


  

c 
x 

  =
t 90

180


  =

t

2
   =ٔ2٘0 

x
  

 

(٘ )c  =ٕٔٓ   D c 
x 

  =
ْt c

180


  

c 
x 

  =
t 120

180


 =

t2

3
   =ٕ2ٓ0 

x
  

 

(ٙ )c  =ٖٓ     َٕٔٓ         ْD   c 
x 

  =
ْt c

180


  

c 
x 

  =
َt  120 30

180


   =ٕ2ٔ 

x 
  

(7 )c  =ٗٓ      ً٘ٓ    َٔٓٓ   متروك     ْ 

 

أّدد القٔاع الطتٔيٙ لللا مً الصّآا  : 2مثال 

  الاتٔ٘

(ٔ )٘2٘        (ٕ )ٓ20ٕ        (ٖ )ٕ20          (ٗ) ٔ   

(٘ )
t2

3
       (ٙ )

t4

3
          (7)

 

t3

2
        (0 )

t

2
  

 الحل

(ٔ )c 
x
  =٘2٘  D   c 

ْ 
   =

t

c180 x
   

  c 
ْ 

  =
t

5.5180
  =ٖٙ   ً7    َٖٔ٘   ْ 

 

(ٕ )c 
x
  =ٓ20ٕ  D   c 

ْ 
   =

t

c180 x
  

c 
ْ 

   =
180 0.82

t


=   ٘7   ً٘0   َٗٙ    _  ْٗ7    ْ 

 

(ٖ )c 
x
  =ٕ20  D  c 

ْ 
   =

x180 c

t


  

c 
ْ 

  =
180 2.8

t


  =ٗٔ     ًٕ٘    َٔٙٓ     ْ 

$ 

t 
ق

و
 

h 

f 
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 ( تىفسل ٗ)
 

(٘ )c 
x
  =

t2

3
 D   c 

ْ 
   =

t

c180 x
  

c 
ْ 

    =

t2
180

3

t


 =

180 2

3


  = ٕٔٓ    ْ 

 

(ٙ )c 
x
 =

t4

3
  D  c 

ْ 
   =

x180 c

t


  

c 
ْ 

    =

t4
180

3

t


   =

180 4

3


 = ٕٗٓ    ْ 

 

(7 )c 
x
  =

t3

2
 D  c  

ْ
   =

180 3

2


  =ٕ7ٓ    ْ 

(0 )c 
x
  =

t

2
 تىفسل    

 

القٔاع لللا مً الصّآا  tأّدد بدلال٘  : 3مثال 

  الاتٔ٘

(ٔ )ٖٔ٘       ْ(ٕ )ٔ0ٓ       ْ(ٖ )ٖٙٓ        ْ(ٗ ) ٕ7ٓ   ْ 

(٘)ٔ٘ٓ       ْ(ٙ )ٖٓٓ      ْ(7 )– ٕ7ٓ     ْ(0 )– 07ٓ    ْ 

 الحل

(ٔ  )c  
ْ
  =ٖٔ٘    ْD  c 

x 
  =

ْt c

180


  =

t 135

180


=

t3

4
   

(ٕ )c  
ْ
  =ٔ0ٓ       ْD c 

x 
  =

ْt c

180


  =

t 180

180


 =t   

(ٖ )c  
ْ
  =ٖٙٓ      ْD  c 

x 
  =

ْt c

180


 =

t 360

180


 =ٕt  

 متروك   ٙ،  ٘،  ٗ 

(7) c  
ْ
  =- ٕ7ٓ  +ٖٙٓ  =0ٓ  

  D  c 
x 

  =
ْt c

180


 =

t 90

180


  =

t

2
   

(0) c  
ْ
  =- 07ٓ   +ٔٓ0ٓ   =ٕٔٓ    

D  c 
x 

  =
ْt c

180


  =

t 210

180


=

t7

6
  

 

أّدد القٔاع الطالب لللا مً الصّآا :  4مثال 

   المْدب٘ الاتٔ٘

(ٔ )7ٕ         ْ(ٕ )ٗٓ   ًٖٓ  َٔ٘ٓ          ْ(ٖ )ٗٓ٘    ْ 

(ٗ )ٔ٘ٓ        ْ(٘ ) ٕ7ٓ                      ْ(ٙ )ٙٓٓ  

 الحل

 (ٔ )c  =7ٕ – ٖٙٓ  =- ٕ00  

(ٕ )c   =ٗٓ   ًٖٓ  َ ٔ٘ٓ      ْ- ٖٙٓ  =- ٕٓ   ًٕ0   َٕٓ0       ْ 

(ٖ )c  =ٗٓ٘ – ٖٙٓ  =ٗ٘ – ٖٙٓ  =- ٖٔ٘    ْ 

(ٗ )c  =ٔ٘ٓ – ٖٙٓ  =- ٕٔٓ  

 متروك  ٙ،  ٘

 

أّدد القٔاع المْدب لللا مً الصّآا :  5مثال 

  الطالب٘ الاتٔ٘

(ٔ )– 7ٕ      (ٕ )-07ٓ     (ٖ )– ٖٓ   ًٗٓ   َٔٓٓ   ْ 

(ٗ  )- ٕٔٓ    (٘ )-ٖ٘ٓ     (ٙ  )- ٕٔٓ  

 الحل

(ٔ )c  =- 7ٕ  +ٖٙٓ  =ٕ00    ْ 

(ٕ )c   =– 07ٓ  +ٔٓ0ٓ     =ٕٔٓ     ْ 

(ٖ )c  =– ٖٓ    ًٗٓ  َٔٓٓ   +  ْٖٙٓ  =ٖٓ    ًٕٓ   َٕ٘0    ْ 

(ٗ )c  =- ٕٔٓ   +ٖٙٓ  =ٕٗٓ    ْ 

(٘ )c  =-ٖ٘ٓ  +ٖٙٓ  =ٔٓ    ْ 

 بيفضك ( ٙ)

 

أّدد شآّتين إسداٍنا  قٔاضَا مْدب   : 6مثال 

ّالاخسٚ قٔاضَا  ضالب  ملافٝتين   للل شآّ٘ مً 

  الصّآا التٙ قٔاضَا

(ٔ )ٖٔ٘              (ٕ )- ٕ٘             (ٖ )ٕٙ   َٔ70      ْ 

 (ٗ )0ٗٓ             (٘ )
t 11

8
           (ٙ )

t2

3
   

  الحل

(ٔ )s  =ٖٔ٘  

   0٘ٗ=  ٖٓٙ+  ٖ٘ٔ=  الشاوية المودبة التى تكافئَا

  ٕٕ٘ -=  ٖٓٙ – ٖ٘ٔ=   الشاوية الضالبة التى تكافئَا

 

(ٕ )s  =- ٕ٘  

    ٖٖ٘=  ٖٓٙ+  ٕ٘-=  الشاوية المودبة التى تكافئَا

  0ٖ٘-=  ٖٓٙ – ٕ٘-=   الشاوية الضالبة التى تكافئَا

 

 ( تىفسل ٖ)
 

(ٗ  )s  =0ٗٓ    D c  =0ٗٓ – 7ٕٓ  =ٕٕٓ  ْ 

 E  s  =ٕٕٓ    

  0ٓ٘=  ٖٓٙ+  ٕٕٓ=  الشاوية المودبة التى تكافئَا

   ٓٗٔ-=  ٖٓٙ – ٕٕٓ=   الشاوية الضالبة التى تكافئَا
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(٘ )c   =
t11

8
  

= الشاوية المودبة التى تكافئَا
t11

8
  +ٕt  = 

t27

8
   

=   الشاوية الضالبة التى تكافئَا
t11

8
 - ٕt  =  - 

t5

8
  

 

  ( تىفسلٙ)
 

أّدد القٔاع الطتٔيٙ ّالداٜسٚ للصآّ٘ :  7مثال 

فٙ داٜسٗ طْل  g المسكصٓ٘ التٙ تحصس قْضا طْلُ

 :   إذا كاٌ وقىصف قطسٍا 

(ٔ)g = ٕٔ   سم       ٓٔوق=   ، سم 

(ٕ )g=ٔٗ   سم    7 وق=  ،  سم 

(ٖ )g =ٕt      ،   = سم         0وق 

(ٗ )g  =ٗ2٘  سم 0 وق=  ،  سم   

  الحل

(ٔ  )c  =
ق ن

ل
  D  c

 x 
  =

12

10
  =ٔ2ٕ 

x 
  

D  c
  ْ  

   =
x180 c

t


  =

180 1.2

t


  = ............ 

 

(ٕ )c  =
ق ن

ل
  D  c

 x 
  =

14

7
  =ٕ 

x 
   

D c
  ْ  

   =
t

c180 x
  =

180 2

t


  = ............ 

(ٖ )c  =
ق ن

ل
  D  c

 x 
  =

t2

8
  =

t

4
   

D c
  ْ  

   =
4

180
  =ٗ٘    ْ 

 ( تىفسل ٗ)
 

ٜسٗ المسضْو بَا أّدد طْل ىصف قطس الدا : 8مثال 

إذا   ه ّطْل القْع المحصْز  c شآّ٘ مسكصٓ٘ قٔاضَا

 :  كاٌ

(ٔ)c 
x
 =

t2

3
    ،  g =ٕٓ    سم 

(ٕ )c 
ْ
 =ٔ٘ٓ    ،  g =ٕ٘   سم 

(ٖ )c 
x
  =ٔ2٘ 

x
  ،g =ٖ٘   سم 

(ٗ )c 
ْ
 =ٕٔٓ   ،  g =ٕٓ   سم 

  الحل

(ٔ )e  c
 x 

  =
g

   D  
t2

3
  =

30
   

 D   = وق
20 3

t2


  =

30

t
 سم  02٘٘=  

 

(ٕ )e  c
 x 

  =
g

cوىنه    
 ْ
  =ٔ٘ٓ 

 أى أٌ الشاوية بالتكديز الضتييى لذا يجب تحويلَا الى

E c    كديز الدائزىالت
 x 

  =
t 150

180
 =

t 5

6
  

E c
 x 

  =
ق ن

ل
  D  

t5

6
  =

ق ن

25
 

 D   = وق
25 6

t5


 =

30

t
 سم  02٘٘=  

 

(ٖ )e  c
 x 

  =
g

   D  ٔ2٘  =
ق ن

35
  

E   = وق
35

1.5
 سم   2ٖٖٖٕ=  

 

 ( تىفسل ٗ)
 

أّدد لأقسب دصٛ مً عػسٗ طْل القْع مً  : 9مثال 

الداٜسٗ التٙ طْل ىصف قطسٍا ىق ّٓقابلُ شآّ٘ 

 عيدما   cمسكصٓ٘ قٔاضَا 

 2ٙٔوق= سم ،2ٕ٘ٔ( وق =ٔ)
x

     

c=ٕ2ٗ  سم  ، ٕٓ( وق=ٕ)
x
  

    ٓٙسم   ،  س=  ٘ٔ( وق = ٖ)

 ْ     ٕٓٗسم  ، س = ٕٓ( وق =ٗ)

   الحل

(ٔ )E  c
 x 

  =
g

    D  = هc
 x 

 وق ×  

 سم  ٕٓ=  2ٙٔ×  2ٕ٘ٔه = 

 

 ( تىفسل ٕ)

 

    ْ    ٓٙ ( س = ٖ)

 الدائزى  ولكً يجب اٌ تكوٌ الشاوية بالتكديز

E c
 x 

  =
t60

180
  =

3

t
   

   e c
 x 

  =
ق ن

ل
   D  = هc

 x 
 وق ×  

 E g   =
3

t
  ×ٔ٘  =٘ t  =ٔ٘27   سم 

 

 ( بنفسك 4)
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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

 أّدد محٔط الداٜسٗ التٙ فَٔا قْع طْلُ:  11مثال  

  ْ   ٘ٗ آّ٘ محٔطٔ٘  قٔاضَآّقابل شسم ٕٔ

   الحل 

  وق t ٕ=   محيط الدائزة

 يجب إيجاد ىصف قطز الدائزة 

e c
 x 

  =
ق ن

ل
  ولإيجاد ىل يجب أٌ يكوٌ    

g  ،cدينا  معلوو ل
 x 

c  حيح 
 x 

   

 ٍى الكياظ الدائزى للشاوية المزكشية 

 قياظ الشاوية المزكشية = ضعف المحيطية

 لمغتركة معَا فى ىفط الكوظ ا 

 حيح اىيا ىتعامل مع الشاوية المزكشية 

 E c  =ٕ ×ٗ٘  =0ٓ  

E c
 x

   =
ْt c

180


  =

t 90

180


 =

t

2
   

e c
 x 

  =
ق ن

ل
   D  

t

2
  =

12
 D  = وق

12 2

t


 =

24

t
 

×  t×  ٕوق =  t ٕ= المحيط 
24

t
   سم 0ٗ=  ٕٗ×  ٕ=  

 

 

اليطب٘ بين  قٔاضات شّآا غلل زباعٙ   : 12مثال 

أّدد القٔاع الداٜسٚ ّالطتٔيٙ    ٘:  ٖ:  ٕ:  ٕ    ٍٙ

  صّآالهرِ ال

   الحل

   O   ،x، ب ،  hوفرض ان اىزوايا هى عيى اىترتية   

E R (h : )R (f : )R(O : )R(x =)ٕ   :ٕ  :ٖ  :٘  

R (h = )ٕ   &R (f =)ٕ    &R(O=)ٖ &

R(x=) ٘   & 

  ٖٓٙ=  ولكً مجنوع سوايا الغكل الزباعى

E   ٕ + &ٕ + &ٖ + &٘ = &ٖٙٓ  

   D   ٕٔ = &ٖٙٓ      = &ٖٓ    

E R (h = )ٕ = &ٕ  ×ٖٓ  =ٙٓ  

R    (f =)ٕ = &ٕ  ×ٖٓ  =ٙٓ  

R   (O=)ٖ تىفسل       = & 

R   (x=)٘   تىفسل       =   & 

 حول الشوايا للكياظ الدائزى بيفضك 

 

 ّالفسق بٔيَنا ْ   ٖٓٔ  شآّتاٌ مجنْعَنا : 13مثال 

t

6
 سٚ ّالطتٔيٙ أّدد الصآّتاٌ  بالتقدٓساٌ الداٜ 

   الحل

 : لرا فإٌ  s  ،w   ىفسض أٌ الصآّتاٌ ٍنا

s  +w =ٖٔٓ          ،s – w =
6

t
 =

6

180
  =ٖٓ  

s  +w =ٖٔٓ     

s – w  =ٖٓ       تاىجمع 

ٕs       =ٔٙٓ     D w  =0ٓ     ْ 

    ٖٓٔ= s  +w بالتعويض فى

 D 0ٓ  +w  =ٖٔٓ  

 w =ٖٔٓ – 0ٓ  =٘ٓ    ْ 

 

ْ   ٖ٘ٔ بيْل  ٓتربرب خلال شآّ٘ قٔاضَا الطتٔيٙ : 14مثال 

  أّدد طْل البيدّل  سمٕٔ صاىعا قْضا مً داٜسٗ  طْلُ

    الحل 

 

 

 

 

 

 طول البيدول يمجلُ ىصف قطز الدائزة  ىل 

 الشاوية التى يتذبذب خلالها البيدول ٍى

  الشاوية المزكشية 

 بالتكديز الضتييى ْ     035ْ =  س 

 يجب تحويل الشاوية للتكديز الدائزى :

c 
x 

 =
t3 t 135

4 180


    

c 
x 

   =
g

            D 
t3

4
  =

12
     

نق =  
48 12 4

t3 t3


 =5.0   سم 

E سم  5.0=  لطول البيدو   

 

 

 

 

 

 

ٗ٘ 0ٓ 

h 

f 

$ O 
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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

 الدوال المجلجية  الأساسية  ومقلوباتها

الدّال المجلجٔ٘  ٍٙ دّال تسبط  بين  أضْاٛ كاٌ قاٜنا اّ سادا 

اّ ميفسدا ّدزاضتيا ٍرا العاو ضتتركص علٙ الدّال المجلجٔ٘ 

 :   الدّال ٍٕ للصآّ٘ الحادٗ فٙ المجلح القاٜه  ٍّرِ

 هـ  (  دالة  جيب الزاوية     جا1)

 sinويكابلَا باللػة الإىكليشية    

 ( دالة جيب التناو      جتا هـ2)

  co – sin = cosويكابلَا باللػة الإىكليشية         

 (  دالة ظل الزاوية      ظا هـ 3)

 tanويكابلَا باللػة الإىكليشية            

 والدوال الشابقة دوال أساسية  ومقلوباتها :

 الزاوية    قا هـ  (  دالة قاطع1)

             sec    ويكابلَا باللػة الإىكليشية     

 (  دالة قاطع تماو الزاوية      قتا هـ 2)

 cosec    ويكابلَا باللػة الإىكليشية         

 (دالة ظل تماو الزاوية         ظتا هـ 3)

 cotويكابلَا باللػة الإىكليشية              

 

 أٚ أٌ  :  

  جاh =
تا hق

1
  D   جاh  × قتاh  =0  

  جتاh  =
ا hق

1
  D   جتاh  × قاh  =0  

  ظاh  =
تا hظ

1
 D  ظاh  × ظتاh  =0   

 علاقة الدوال المجلية بالمجلح القائه
 ّتسا  hO  فإٌ  f قاٜه الصآّ٘  فٙ △ h f O  إذا كاٌ

  ضلعا  القاٜن٘  ّٓلٌْ  h f   ،f O،   فٙ المجلح

hجا
ر مثهثوت ان

م مقاب ـان hن

hO

جـب
 

تا hج
ر مثهثوت ان

ر مجاو ـان hن

hO

hب
 

hظا
ر مجاو hgان

م مقاب hلان
 

 أكنل  

 ............=   Oجتا   ...........   =  Oظا       .............=  Oجا 
  

  = ........... Oظتا .........     =  Oقا ...........        =  Oقتا  

 دائرة الوحدة : 

 

 

 

 

الْسدٗ  ّ مسكص ٍرِ الداٜسٗ =  قطسٍا ٍٙ داٜسٗ  طْل ىصف 

الاصل ليظاو اسداثٙ متعامد  فٔلٌْ المسكص ٍْ   ٍْ ىقط٘ 

 (1،  1و = )  اليقط٘

 : أٚ اٌ  w wَ ّالسأضٙ َ s s ّٓلٌْ المحْزًٓ ٍنا  الافقٙ

  ّسدٗ طْل ٔ=  h= و  fو 
 

 :ّمً ٍيدض٘ الػلل نجد أٌ 

  O قاٜه الصآّ٘ فٙ  f Oو "

 D  و(f)
ٕ
 (=f O)

ٕ
(O+)و

ٕ
  

  ٔ=  f،  و    O  =s     ،f O  =wو  ّبإعتباز أٌ 

E  (ٔ)
ٕ
 ( =w)

ٕ
 (+s)

ٕ
  D s

ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

 

    E  s
ٕ
  +w

ٕ
 ( ٔـــــــــــــــــ  )                ٔ=  

=  cجا 
w

1
  =w  D   w  جا =c   ( ٕـــ )ـــــــ 

=  cجتا 
1

س
  =s D      s  جتا =c ( ٖـــــــــ) 

=  cظا 
w

s
   D       

w

s
 (ٗـــــــــــــ )  c= ظا  

 

 قواىين دائرة الوحدة : 

  s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ           w  جا =c     

 s  جتا =c                   
w

s
    c= ظا  

 

 ملاحظات مهنة :

ىصف قطس ) ٔ لا تتعدٚ القٔن٘ s  ،w نجد أٌ( ٔ)

  أٚ أٌ  ٔ- ّلا تقل عً (  داٜسٗ الْسدٗ

 - ٔ N  s N ٔ               ،- ٔ N  w N ٔ       

 - ٔ N   جتاc  N ٔ          ،- ٔ N   جاc  N ٔ       
 

ٍٙ ىقط٘ تقاطع الضلع f  (s  ،w  )كاىت إذا ( ٕ)

مع داٜسٗ الْسدٗ فإىُ يملً التعبر  cاليَاٜٙ للصآّ٘  

 (  c دا،  c دتا= )  f  عيَا باليقط٘ 
 

  c دتا تـ  s  ،w بالتعْٓض فٙ داٜسٗ الْسدٗ عً( ٖ)

جتا    نجد أٌ :  c دا، 
ٕ
 c جا +

ٕ
 c  =ٔ  

   جتا
ٕ
 c   =ٔ –  جا

ٕ
 c            جا

2
 c   =0 –  جتا

2
 c     

c  

(s  ،w   )f 

s
w  

 h O و,

h 

f 
O 

ىـ 
و 

ات
مق

اى
O

 

ىـ 
ر 

او
ج

ىم
ا

h
 hاىمقاتو ىـ 

 Oاىمجاور ىـ 
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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

 إشارات الدوال المجلجية

  شآّ٘ مْدَ٘ فٙ الْضع القٔاضٙ  fو  hٍ     بفسض أٌ

ٍٙ ىقط٘ تقاطع الضلع (   s  ،wب )  ّكاىت

لرا  c لهرِ الصآّ٘  مع داٜسٗ الْسدٗ  ّأٌ قٔاضَا اليَاٜٙ

 :  فإٌ

،  ٓ[  c J  إذا كاىت(ٔ)
t

2
[ 

  تكع فى الزبع الاول f اليكطة 

  ٓ > s < ٓ   ،w ويكوٌ

   مودبتين s  ،w أى اٌ

 الدوال المجلجية مودبة  كلفيكوٌ 

 

[   c J  إذا كاىت( ٕ)
t

2
  ،t  [ 

 فى الزبع الجاىى  ب  تكوٌ اليكطة

  ٓ > s > ٓ   ،w  ويكوٌ

  مودبة wو صالبة s أى أٌ

  قتا ومعكوصتَا  دا  فيكوٌ

 فكط  مودبة فى الزبع الجاىى  

 

،  c J   ]t  إذا كاىت(  ٖ)
t3

2
 [ 

    فى الزبع الجالح  f تكوٌ اليكطة

  ٓ < s > ٓ   ،w  ويكوٌ

  صالبتين wو s أى أٌ

 ظتا   ومعكوصتَا  ظا  فيكوٌ

 فكط  مودبة فى الزبع الجالح   

 

[   c  J  إذا كاىت( ٗ)
t3

2
   ،ٕ t  [ 

     فى الزبع الزابع f تكوٌ اليكطة

  ٓ < s < ٓ   ،w  ويكوٌ

  صالبة wو  مودبة s أى أٌ

  قا  ومعكوصتَا  جتا  فيكوٌ

 فكط  مودبة فى الزابع  

 إشارات الدوال المجلجية

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  أبحح إغازٗ القٔه الاتٔ٘ : 1مثال 

   ٕ٘ٙ( قا ٖ)       ٓٓٔ ( ظإ)         ٖٓ٘( جتا ٔ)

( ظتا ٙ)    ٕٓٓٔ(  قتا ٘(   )٘ٙٔ -( جتا )ٗ)
t3

2
  

( جا 7)
t5

4
(  قتا 0)          

t3

2
 -( قا ) 0)      

t25

6
)  

 الحل 
    ٖٓٙ < ٖٓ٘ < D  ٕ7ٓ  ٖٓ٘( جتا ٔ)

 مودبُ  الزابعفى الزبع  دتاالشاوية فى الزبع الزابع      

 E   ٖٓ٘جتا    + = 

 

  D  0ٓ    <ٔٓٓ  <ٔ0ٓ  ٓٓٔ( ظا ٕ)

  صالبة  الجاىىفى الزبع   ظا      الشاوية فى الزبع الجاىى  

E   ٓٓٔظا  =-   

 

   D ٔ0ٓ >  ٕٙ٘ >  ٕ7ٓ   ٕ٘ٙ( قا ٖ)
 صالبة    الجالحفى  الزبع  قا   الشاوية فى الزبع الجالح         

   -=  ٕ٘ٙقا   E    جالأىَا معكوصة   

 

 ْ    D  s  = ْ- ٔٙ٘  +ٖٙٓ  =ٔ0٘(  ٘ٙٔ -( جا)ٗ)

 اىزاوية تقع فى اىرتع اىثاىث 

   -(   = ٘ٙٔ -جا)   Eساىثه   اىثاىثفى اىرتع  جا

 

   ٕٓٔ=  D   c  =ٕٔٓٓ – ٔٓ0ٓ  ٕٓٓٔ( قتا ٘)

  اىثاوىع اىزاوية تقع فى اىرت

   جافى اىرتع اىثاوى مىجثة لأوهها معنىسة  قتا

  E قتا ٕٔٓٓ  + = 

 

( ظتا ٙ)
t3

2
 D  c  =

t3

2
  =

180 3

2


  =ٕ7ٓ  

غير  7ٕٓظتا  الشاوية محورية لا تكع فى اى ربع  لذا فإٌ

 معزوفة الاعارة 

 

( جا 7)
t5

4
  D   c  =

t5

4
 =  =ٕٕ٘  

 لجالح الشاوية تكع فى الزبع ا

  -=   ٕٕ٘جا  D    E    صالبة لجالحفى الزبع ا دا

 

 بيفطم  0،  0

 

 

 

 

 

 

4

5180

c

(s  ،w) 
f 

s

  
w

 
 

و h O 

c

(s  ،w) 

s

  

w

 
 

و h O 

f 

c

(s  ،w) 
f 

s

  w

 
 

و

 و
h 

O 

c

(s  ،w) 
f 

s

  w

 
 

و h 
O 

دتا  ، قا 

 مودبتين 

الكل  

 مودب  

ظا ، ظتا  

 مودبتين

ٓ  ،ٖٙٓ 

ٕ7ٓ 

ٔ0ٓ 

0ٓ 

دا ، قتا  

 مودبتين 
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 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

ٍٙ قٔاع شآّ٘ مْدَ٘ فٙ  c إذا كاىت:  2مثال 

ٜٙ مع ىقط٘ تقاطع ضلعَا  اليَا f،   لقٔاضٙا الْضع

  c الْسدٗ  أّدد جمٔع الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘ داٜسٗ

 فٙ الحالات الاتٔ٘ 

(ٔ )f(ٓ2ٙ  ،w ، )w < ٓ    

(ٕ )f (s  ،- ٓ20 ، )s < ٓ  

(ٖ )f(- 
3 r

2
 ،w   ،   )

t

2
> c > t   

(ٗ )f  (0h  ،ٕٔ h     ،   )t  >  c > 
t3

2
  

(٘ )f  (- ٔ  ،w         ) 

(ٙ  )f  (- g  ،g  ،  )g < ٓ   
 

 الحل 
(ٔ )f (ٓ2ٙ  ،w)  ،w  < ٓ  D  s < ٓ    ،w < ٓ  

E الشاوية c فى الزبع الاول     

 ومً دائزة الوحدة  

s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

(ٓ2ٙ)
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

ٓ2ٖٙ  +w
ٕ
  =ٔ  

w
ٕ
  =ٔ – ٓ2ٖٙ  =ٓ2ٙٗ  

w   ِ  =ٓ2ٙٗ  # =ٓ20  ًولك w  < ٓ  

 E w  =ٓ20   

E w  جا =c  =ٓ20       ،s  جتا =c  =ٓ2ٙ  

 :  فيكوٌ

E  جاc  =
4 8

5 10
               D   قتاc  =

5

4
 

=  cجتا 
3 6

5 10
                D  قاc  =

5

3
 

=cظا 
0.8 w

0.6 s
=

3

4
          D   ظتاc  =

3

4
  

 

(ٕ )f (s  ،- ٓ20 ، )s < ٓ D  s < ٓ    ،w  <ٓ 
  

  فى الزبع الزابع c  تكوٌ 

 مً قاىوٌ دائزة الوحدة 

s
ٕ
  +w

ٕ
 =ٔ  

s
ٕ
  ( +- ٓ20)

ٕ
  =ٔ  

s
ٕ
  +ٓ2ٙٗ  =ٔ  

s
ٕ
  =ٔ – ٓ2ٙٗ  =ٓ2ٖٙ           s

ٕ
  =ٓ2ٖٙ  

   D s   ِ  =ٓ2ٖٙ  # =ٓ2ٙ  

    s < ٓ  E  s =ٓ2ٙوىنه    

  جاc  =w  =- ٓ20  =- 
4 8

5 10
  

  جتاc  =s  =ٓ2ٙ  =
3 6

5 10
   

   ظاc  =
4 w

3 s
  

 فٔلٌْ : 

E  جاc  =-
4

5
=  c،    جتا    

3

5
=  c،     ظا       

4

3
 

-=  cقتا  
5

4
=  c،    قا      

5

3
=  c،    ظتا        

3

4
 

 

(ٖ )f(- 
3 r

2
 ،w   ،   )

t

2
> c > t    

  لذا فإٌ 0ٓٔ،  0ٓ الشاوية تيخصز بين

   تكع فى الزبع الجاىى c الشاوية

 : ومً قاىوٌ دائزة الوحدة

 s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

(- 
3 r

2
)

ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ    D  

3

4
 +w

ٕ
  =ٔ  

 D  w
ٕ
  =ٔ - 

3

4
=

3 4

4


  =

1

4
  

  D   w  =1

4
#  =

1

2
   

 مودبة  w ولكً الشاوية فى الزبع الجاىى لذا فإٌ

 E w  =
1

2
  

E w  جا =c  =
1

2
       ،s  جتا =c  =- 

3 r

2
  

w

s
=  c= ظا  

3 r 1

2 2
   =

1

3 r
  

 :  فيكوٌ

E  جاc =
1

2
 -= c،      جتا   

3 r

2
= cظا      ،    

1

3 r
  

= cقتا   
2

1
 -=  c،    قا     

2

3 r
   ِٖ    -=  c،     ظتا     

 

(ٗ )f  (0h  ،ٕٔ h     ،   )t  >  c > 
t3

2 
  7ٕٓ،  0ٓٔ  الشاوية تيخصز بين

  الزبع الجالحتكع فى  c لذا فإٌ الشاوية

 : ومً قاىوٌ دائزة الوحدة نجد أٌ

s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

(0h)
ٕ
  ( +ٕٔh)

ٕ
 =ٔ  

0ٔ h
ٕ
  +ٔٗٗh

ٕ
  =ٔ  D ٕٕ٘ h

ٕ
  =ٔ  

c  

(ٓ2ٙ  ،w) 

s  
w

 
 

و

 و
h O 

f 

c

(s  ، - ٓ20) f 

s

  w

 
 

و

 و
h 

O 

c

(s  ،w) 
f 

s

  

w

 
 

و h O 

c

(0h ،ٕٔ h) f 

s

  w

 
 

و h 
O 
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E h
ٕ
  =

1

225
 D  h  =

1

225
   #  =

1

15
  

  h وإعارتَا تعتند على اعارة  s  =0 h  ولكً

 h فى الزبع الجالح صالبة لذا لابد أٌ تكوٌ  s  وإعارة

 -=  E h                صالبة
1

15
  

E w   =ٕٔ h  =ٕٔ  ×- 
1

15
  =- 

12

15
  =- 

4

5
  c=  جا  

E s =0 h  =0  ×- 
1

15
  =- 

9

15
  =- 

3

5
 c= جتا  

E 
w

s
  =

h12

h9
  =

4

3
  c= ظا   

 :  فيكوٌ

 -=  cجا 
5

4
 -=  c،     جتا   

5

3
=  c،    ظا     

3

4
  

 -=  cقتا 
4

5
 -=   c،     قا   

3

5
=  c،    ظتا    

4

3
 

 

(٘ )f  (- ٔ  ،w    ) 

 لا تكع c لذا فإٌ الشاوية ٔ=  مضكطَا الضييى f اليكطة

 (   محورية)  ربعية فى اى ربع  لأىَا ساوية 

D s  مً قاىوٌ دائزة الوحدة
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  

(-ٔ)
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  D ٔ  +w

ٕ
  =ٔ  

w
ٕ
 = صفر   D w= صفر    ٔ – ٔ=  

  s = - ٔ =  جتاc        w =  ٓ =   جاc     

 
0 w

1 s



   c= ظا 

 :  فيكوٌ

 = صفر  cظا       ٔ -=  c ،           جتا    ٓ=  c جا

  غير معزف=  cظتا        ٔ -=  cقا      غير معزف=  cقتا 

 بيفضك       ٓ > g(  ،  g  ،g -( ب) ٙ) 
 

فٙ  cاّدد جمٔع الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘  : 3مثال 

 كلا مً الحالات الاتٔ٘ 

(ٔ)   c  J]ٓ ،
t

2
    c  =  ٓ2ٙجتا    ، ] 

(ٕ)  c J ] 
t

2
  ، t ، [   ظا c= - 

3

4
 

(ٖ )c J]  
 

t3

2
 ،  ٕ  t، [    قاc = ٕ     

(ٗ )c  J ] t، 
t3

2
- = c قتا   ] ، 

25

7
  

(٘ )c J  ]
t

2
 ،t   جا  ، [c =

12

13
   

 الحل

ٔ )c J ]ٓ  ،
t

2
   c = ٓ2ٙجتا   ] ،

 الشاوية تكع فى الزبع الاول  

  0ٓ،  ٓ لأىَا تيخصز بين

    c  =s  =ٓ2ٙجتا 

E  اليكطةf  ( =ٓ2ٙ  ،w  ) 

   ومً دائزة الوحدة

s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ     D    (ٓ2ٙ)

ٕ
  +w

ٕ
 = ٔ  

ٓ2ٖٙ  +w
ٕ
  =ٔ          w

ٕ
  =ٔ – ٓ2ٖٙ  =ٓ2ٙٗ  

w  ِ  = ٓ2ٙٗ # =ٓ20      وىنهw < ٓ  

 E w  =ٓ20   

E w  جا =c  =ٓ20      ،s  جتا =c  =ٓ2ٙ  

 :  فيكوٌ

  جاc  =
4 8

5 10
                 D   قتاc  =

5

4
 

  جتاc  =
3 6

5 10
                D  قاc  =

5

3
 

  ظاc=
0.8 w

0.6 s
=

3

4
          D   ظتاc  =

3

4
  

 

(ٕ)  c J  ]
t

2
 ،t   [الشاوية تكع فى الزبع  الجاىى  

i  =ظا 
4

3
 =

w

s
  

E s  =-ٗ ،  &w  =ٖ & 

 مً دائزة الوحدة :

s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  D  (-ٗ)&

ٕ
 (+ٖ)&

ٕ
  =ٔ  

ٔٙ&
ٕ
  +0&

ٕ
  =ٔ  D ٕ٘&

ٕ
  =ٔ   D &

ٕ
   =

1

25
  

E  = &1

25
   #  =

1

5
   

  ولكً  الشاوية فى الزبع الجاىى

& =  s  =- ٗ&      E  والمضكط الضييى صالب
5

1
  

E  جتاi  =s  =- ٗ = &- ٗ ×
1

5
  =

4

5


     

E جاi  =w  =ٖ = &ٖ ×
5

1
  =

5

3
        

 اودد باقى الدوال المجلجية 

 

 

 

 

c  

(ٓ2ٙ  ،w )

s  
w  

 h O و,

i  

 ب)س ، ص( 
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(ٖ)   J c   ]
t3

2
، ٕ t، [   قاc = ٕ      

E   جتاc  =
1

2
  D   =س

1

2
  

 الشاوية تكع فى الزبع الزابع

 

ومً قاىوٌ دائزة الوحدة   ٖٓٙ،  7ٕٓ لأىَا تيخصز بين 

   :  د أٌنج

  s
ٕ

 +w
ٕ
  = ٔ   D (

1

2
)

ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ   

   
1

4
 +w

ٕ
 = ٔ  D  w

ٕ
  =ٔ - 

1

4
=

3

4
   

  D  w  =
3

4
  # =

3 r

2
 

 - =  w  وية فى الزبع الزابع  نجد أٌوحيح أٌ الشا
3 r

2
  

E  جاc =- 
3 r

2
=  cجتا  ،  

1

2
= cظا   ، 

w

s 
=

3 r

1


  

           ...........=  cظتا    ...........=  cقا       ...........=   cقتا 

 

 ( متروك ىيطاىة ٘( ، )ٗ)
 

[ c J   إذا كاىت : 4مثال 
 

t

2
 ،t   جا  ،  [c  =

24

25

 : قٔن٘  أّدد

(ٔ )
اcظا cق

تا تاcظ cق




  cظا  cقتا   – c( جتا ٕ)         

+ جتا  cظتا  cظا   – cجا  c( قتا ٖ)
ٕ
 c  

 الحل

  0ٓٔ،  0ٓ الشاوية تيخصز بين

 لذا فإىَا تكع فى الزبع الجاىى 

=  cجا 
24

25
  =w  

 : ومً قاىوٌ دائزة الوحدة

s
ٕ
  +w

ٕ
  =ٔ  D  s

ٕ
 ( +

24

25
)

ٕ
  =ٔ  

s
ٕ

 +
576

625
=ٔ  D s

ٕ
=ٔ - 

576

625
 =

576 625

625


 = 

49

625
 

E s
ٕ
  =

49

625
 D     s  =49

625
  # =

7

25
  

 (  صالبة)  ٓ < s  ولكً الشاوية فى الزبع الجاىى  لذا فإٌ

 E s  =- 
7

25
    

E  جاc =
24

25
 -=  c،     جتا    

7

25
 -=  c،      ظا     

24

7
 

=  cقتا 
25

24
 -=  c،     قا      

25

7
 -=  c،      ظتا      

7

24
 

(ٔ )
اcظا cق

تا تاcظ cق




  =

25 7
( ) ( )
24 24
25 24

( ) ( )
7 7

 

  

  =

25 7
( )

24
25 24

( )
7

 

 
  

  =

32
( )

24
1

( )
7


 =

4
( )

3
1

( )
7


 =

7 4

1 3

 


  =

28

3


 

 

 -= cظا  cقتا  – c( جتا ٕ)
7

25
- 

25

24
 ×- 

24

7
=- 

7

25
+

25

7
 

   =
25 25 7 7

7 25

   


  =

625 49

175

 
 =

576

175
 

 

 ( تىفسل ٖ)

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c  

، ص(  )

s  

w 
 

 h و

c  

f (s ، ) 

s  

w  

 h و
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 الدوال المجلجية لبعض الزوايا الخاصة

 الزوايا الخاصة :

ٍٙ تلو الصّآا المحْزٓ٘ ) السبعٔ٘( ّتلو الصّآا التٙ 

 لها قٔه معسّف٘ مع جمٔع الدّال المجلجٔ٘ 

  { 060،    070،   080،   90،   0}  فالصّآا الحدٓ٘ ٍٙ

  {   60،      54،      00}   ّالصّآا الخاص٘ ٍٙ

ّنرلو نل شآّ٘ تيتج مً حاصل جمع اّ طسح 

الصّآا المحْزٓ٘ ّالصّآا الخاص٘ فَٙ آطا شآّ٘ 

خاص٘ أّ شآّ٘ مػَْزٗ ّلهً قٔنَا مع الدّال 

 المجلجٔ٘ ضيتطسم لُ فٙ الدزع الكادو 

فنا ٍٙ قٔن٘ اليظ المجلجٔ٘ لهرِ الصّآا المحْزٓ٘ 

 ّالخاص٘ 

 تٙ :ّللإداب٘ علٙ ٍرا الطؤال تتبع ما ٓأ

 

 أولا الزوايا المحورية ) الربعية (

تكاطع مع داٜسٗ   c  بفسض أٌ الطلع اليَاٜٙ للصآّ٘

ٍّٙ ىفطَا ىكاط    g  ،$  ،i   ،K  الْحدٗ  فٙ اليكاط

 تكاطع داٜسٗ الْحدٗ مع المحاّز 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

إذا نً الطلع اليَاٜٙ لداٜسٗ الْحدٗ   (0)

  gٓكطعَا فٙ اليكط٘ 

    صفس=  c  تكٌْ الصآّة(  0)

تكٌْ ىكطة تكاطع دائسة الْحدة مع ٍرا الضلع ( 0)

 ٍى اليَائى 

   f  ( =0  ،0  ( =  )s  ،w  جتا ( = )c  جا ،c  ) 

 :  لرا فإٌ 

  0=  0ظا         0=  0جتا                  0=  0جا

  غير معسف=  0ظتا          0=  0قا       غير معسف=  0قتا

 

إذا نً الطلع اليَاٜٙ لداٜسٗ الْحدٗ  (0)

    $ٓكطعَا فٙ اليكط٘  

  c  =90  تكٌْ الصآّة( 0)

تكٌْ ىكطة تكاطع دائسة الْحدة مع الضلع اليَائى ( 0)

   c للصآّة

 (  c، جتا  c( = ) جا 0  ،0  ( = )s  ،w= )  f ٍى

 : لرا فإٌ 

  معسف غير=   90ظا            0=   90جتا      0=  90جا 

   0 = 90ظتا     غير معسف= 90قا      0=  90قتا 

 

إذا نً الطلع اليَاٜٙ لداٜسٗ الْحدٗ  (0)

    K  ٓكطعَا فٙ اليكط٘

  c   =080  تكٌْ الصآّة( 0)

تكٌْ ىكطة تكاطع دائسة الْحدة مع الضلع اليَائى ( 0)

   c  للصآّة

 (  c، جتا  c( = ) جا 0  ،0  ( = )s  ،w -= )  f ٍى

 :  لرا فإٌ

 0=  080ظا     0 -=  080جتا             0= 080جا 

  غير معسف= 080ظتا     0 -= 080قا       غير معسف= 080قتا 

 

إذا نً الطلع اليَاٜٙ لداٜسٗ الْحدٗ  (5)

 iٓكطعَا فٙ اليكط٘ 

   c   =070   تكٌْ الصآّة( 0)

تكٌْ ىكطة تكاطع دائسة الْحدة مع الضلع اليَائى ( 0)

   c  للصآّة

 (  c، جتا  c( = ) جا 0   ،- 0  ( = )s  ،w= ) f ٍى

 لرا فإٌ : 

 غير معسف= 070ظا            0=  070جتا      0 -= 070جا 

  0= 070ظتا    غير معسف= 070قا      0 -= 070قتا 

  

 ملخص لما سبق 

 

 

 

 

 

 

 

 يمجل دتا  لرا فإٌ sالمحْز 

 { 060،  080،  0} س  الدالة دتا مع شّآا  المحْز  

المْدب اّ حطب مْقع الصآّة فى الجصء   0 - أّ 0  ىاتجَا 

  الطالب

 الدالة دتا مع شّآا  المحْز w   {90  ،070 }    ىاتجَا

  صفس

 يمجل دا  لرا فإٌ :  wالمحْز 

 الدالة دا  مع شّآا المحْز w   {90  ،070  }ىاتجَا  

 الطالب حطب مْقع الصآّة  فى الجصء المْدب اّ 0-أو  0

 الدالة دا مع شّآا المحْز s  {0  ،080  ،060}   ىاتجَا

    صفس

 g و 080   060،  0

070 

90  

 (0  ،0  )f 

 f (0  ،0 ) 

 f  (- 0  ،0 ) 

 f (0  ،- 0 ) 

K 

i 

$ 

0  ،060  

90  

080  

070  

 جتا  

 جا   
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 الدال٘  ظا 

 قٔنتَا غير معسفة    070،   90  الدالة ظا مع الصآّتين 

 

 أختبر نفشك :

 =       070=         قا  080=        قتا  0=       جا  90جتا  

 =   080=           جتا  0=        جتا 0=        ظا   90ظا 

 =    060=       ظا  060=      جتا  080=         قا   0قا 

      

  {  60،   54،    00} ثانيا الزوايا الخاصة   

قاٜه  دزضيا فٔنا ضبل المجلح الجلاثٔني الطتٔني ٍّْ مجلح

 قٔاضَا ّالاخسٖ 00 بُ شآّتاٌ حادتاٌ احداٍنا قٔاضَا

  ننا دزضيا اليتاٜج الاتٔ٘ 60

 ّ٘ٓ00 الطلع المكابل للصا = 
1

2
  الْتس 

 ّ٘ٓ60  الطلع المكابل للصا =
1

2
   0×  ِ   الْتس 

 ، f قاٜه الصآّ٘ فٙ"  h f O: مثال 

 R   (ٍh = )00     ، ْR   (ٍO  =)60     ْ 

  h f   ،f Oسٌ  أوجد  h O  =0 ّناٌ

  h  ،O الدّال المجلجٔ٘ للصآّتين ّنرلو  جمٔع

 الحل 
 f O  =

1

2
 سٌ  0=  0×  

 h f  =
1

2
  ×0   ِ  ×0    ِ  =0   

  00الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘ 

  جاh  00= جا  =
اىَقاتو

اىىتس
  =

1

2
  

  جتاh  00= جتا  =
اىَجاوز

اىىتس
  =

2
   

  ظاh  00= ظا  =
اىَقاتو

اىَجاوز
  =

1

3 r
    

  60الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘ 

  جاO  60= جا  =
اىَقاتو

اىىتس
  =

2
  

  جتاO  60= جتا  =
اىَجاوز

اىىتس
  =

2
   

  ظاO  60= ظا  =
اىَقاتو

اىَجاوز
  =

3 r

1
     

 

 

ّتس  ّبالتنعً فٙ المجلح الكاٜه المتطاّٖ الطاقين نجد اٌ

 ِ احدُ اىسُاقيِ     0=  ٍرا المجلح

 ، f قاٜه الصآّ٘ فٙ"  h f O: مثال 

 h f  =f O    ٌّنا h f  =0  سٌ  أوجدh O   

  h  ،O ّنرلو  جمٔع الدّال المجلجٔ٘ للصآّتين

 الحل 
h f  =f O  =0  ٌس 

E R   (ٍh =)R   (ٍO =)54    ْ 

h O  =  ِ0
 0

 +ُ 0
 0

    ِ  =0    

 
 

 54  الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘ 

  جاh  54= جا  =
اىَقاتو

اىىتس
  =  

  جتاh  54= جتا  =
اىَجاوز

اىىتس
  =   

  ظاh  54= ظا  =
اىَقاتو

اىَجاوز
  =

1

1
  =0   

  لاىَنا متطآّتاٌ hٍ     لها ىفظ قٔه O ّالصآّ٘
 

 لرا نجنع اليطب المجلجٔ٘ للصّآا الخاص٘ فٙ ٍرا الجدّل 

 

 00 60 54 

 جا
1

2
 

2
  

 جتا
2

 
2

  

 ظا
1

3 r
 3 r

1
  

 

أّدد قٔه جمٔع الصّآا المجلجٔ٘  للصّآا :  1مثال 

  الاتٔ٘ :

 ( صفس  5)           60( 0)        54(  0)        00( 0)

(4 )90        (6 )080       (7 )0 t          (8 )
t3

2
  

 الحل

   00 الصآّ٘( 0)

=  00جا 
2

1
= 00جتا           

3 r

2
= 00ظا         

1

3 r
   

 =       00=                ظتا  00=              قا  00قتا 

 

h 

O f 

00 

60 

h 

O f 54 

 سٌ  0

 سٌ  0

54 

1

1
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  54 الصآّ٘( 0)

=  54جا 
1

2 r
=54جتا          

1

2 r
 0 = 54ظا         

 =        54=                ظتا  54=              قا  54قتا 

 

 تْفسل  60الصآّ٘ ( 0)

 

 صفس  الصآّ٘(5)

  0=  0ظا        0=  0جتا                  0=  0جا

 غير معسف =  0ظتا         0=  0قا       غير معسف=  0قتا

 

  90الصآّ٘ ( 4)

 غير معسف =   90ظا              0=   90جتا      0=  90جا 

   0=  90ظتا        غير معسف= 90قا      0=  90قتا 

 

 باقٙ الصّآا  بيفطو 

 

 :  أّدد قٔن٘ ما ٓأتٙ  : 2مثال 

  060+ جتا  070+ جتا  080+ جتا  90+ جتا  0( جتا 0)

( ظا0)
0
قا  – 60 

0
  90جا   +  60 

( قا 0)
t

6
ظا 

t

3
ظتا    -  

t

3
جتا  

t

6
  

  90جا   54جا    0  ِ    +  60جتا   00جا  0( 5)

+ قا 00قتا  90( جتا 4)
0
  080جا  070جتا   – 00جا  54 

  54ظا  4+  60قا  0جتا  – 90جا  00جا 5( 6)

جتا 00+            
0
  080جا   00ظا  -  070جا  54

 الحل

 060جتا   + 070+ جتا  080+ جتا  90+ جتا  0جتا ( 0)

    =0  +/0  ( +-0  + )/0  +0   =0  

 

ظا  (0)
0
قا  –  60 

0
  90جا   +  60 

      =   ِ (0  )
0
 – (0)

0
 = صفس  0+  5 – 0=     0+  

 

قا (0)
t

6
ظا  

t

3
ظتا   -  

t

3
جتا 

t

6
 

  00جتا   60ظتا   – 60ظا  00= قا    

   =
2

3 r
×   ِ 0  -  

1

3 r
  ×

3 r

2
  =0 - 

1

2
 =

1 4

2


 =

3

2
  

 

  90جا   54جا   0 ِ    + 60جتا  00جا  0 (5)

    =  0  ×
1

2
  ×

1

2
  +     ِ0  ×  

1

2 r
  ×0    

  =
1

2
  +0  =

3

2
 

قا  + 00قتا   90جتا  (4)
0
 080جا  070جتا   – 00جا   54 

  =0  ×0   +       ِ (0  )
0

   ×
1

2
 - 0 ×0  

=  0  +   0 ×
1

2
    +0    =0   

 

  تدريب (6)

  54ظا  4+  60قا  0جتا  – 90جا  00جا 5 

جتا 00+            
0
  080جا  00ظا -  070جا 54

 
 

  أثبت صح٘ المتطابكات الاتٔ٘:   3مثال 

  0=  54ظا  54جتا  54جا  0( 0)

+ قتا 60ظا  00( قا 0)
0
ظا -  60 

0
 54  =

7

3
 

+ جتا 60جتا  –( 00 – 60( جا)0)
0
 54  =

1

2
  

جتا0(5)
0t

3
جا 0+ 

0
 

t

4
ظا5+ 

0
 

t

3
جا 5 - 

t

2
 =00  

( جتا4)
0
ظتا   00 

0
=  54ظا   60 

1

4
  

( قتا6)
0
ظا -  00 

0
 070جا  – 60 

= قا       
0
  070جا  080جتا  54 

 الحل

  0=  54ظا  54جتا  54جا  0( 0) 

 ً54ظا  54جتا  54جا  0=  الايم  

   =0  ×
1

2 r
×

1

2 r
×0  

  =0  ×
1

2
 = الايسس  0=  

 

 0=  54ظا  54جتا  54جا  0( 0)

 

+ قتا 60ظا  00= قا  الايمً 
0
ظا  -  60 

0
 54  

  =
2

3 r
×   ِ 0   +  (

2

3 r
)

0
  –  (0)

0
  

 =0  +
4

3
 - 0=  0 + 

4

3
  

  =0  +
4

3
  =

4 3

3


 =

7

3
 = الايسس  

 

قتا  + 60ظا   00( قا 0)
0
ظا  -  60 

0
 54   =

7

3
 

 

+ جتا 60جتا   –( 00 – 60جا)  = الايمً 
0
 54  = 

+ جتا 60جتا   - 00= جا  
0

 54  

 =
1

2
 - 

1

2
 ( +

1

2 r
)

0
  =

1

2
 الآطس =    
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جتا 0( 5)
0t

3
جا 0+ 

0
 

t

4
ظا 5+ 

0
 

t

3
جا 5 - 

t

2
  =00 

 ًجتا 0=  الايم
0t

3
جا 0+  

0
 

t

4
ظا  5+  

0
 

3

t
جا 5 - 

t

2
  

جتا 0=  
0
جا 0+  60 

0
ظا 5+   54 

0
  90جا  5 – 60 

  =0 (
1

2
)

0
  +0 (

1

2 r
)

0
  +5 (  ِ 0  )

0
 – 5  ×0  

  =0  ×
4

1
  +0  ×

1

2
   +5  ×0 – 5  =

1

2
   +

3

2
  +00 – 5  

  =
3 1

2


  +8   =

4

2
 الايسس  = 00=  8+  0=  8+  

 

( جتا4)
0
ظتا   00 

0
=  54ظا   60 

1

4
  

 

 ًجتا الايم =
0
ظتا   00 

0
  54ظا   60 

 ( =
3 r

2
)

0
 ( ×

1

3 r
)

0
  ×0   

 =
4

3
  ×

1

3
  ×0  =

1

4
 الايسس =  

 

( قتا6)
0
ظا -  00 

0
  070جا   – 60 

= قا       
0
  070جا  080جتا  54 

 

  ًالايم : 

قتا
0
ظا -  00 

0
  070جا  – 60 

( =0)
0
 – (  ِ 0  )

0
 – (- 0 ) 

=5 - 0   +0  =5 - 0  =0  
  

  : الآطس 

قا
0
(  0 ِ   = )  070جا  080جتا  54 

0
  ×- 0  ×- 0 =  0  

 ٓطاّى الآطس 

 

 تدريبات 
جتا 0 (1)

0
جا 0 – 0=  0 – 54 

0
 54 

=   60ظا  ( 2) 
30ظا1

30ظا2
2 

 

  00جتا  00جا  0=  60جا  (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

  أّدد قٔن٘ ع التٙ تحكل :  : 4مثال 

(0 )s جا
0
 

t

4
= ظا  tجتا   

0t

3

  
جا 

t3

2
  

 الحل

s جا
0
 

4

t
= ظا  tجتا   

0

3

t  
جا 

2

3t
 

s  ×جا
0
= ظا 080جتا ×  54 

0
 070جا ×  60 

 

 s ( ×
b2

1
)

0
  ×-0  =/ ِ (  0  )

0
  ×-0 / 

 D   ض ×
1

2
 =0       E  s  =0  ×0  =6  

 

 تدريب 
(0 )s  جا

t

4
جتا 

t

4
ظا  

t

3
=  ظا 

0
 

t

4
جتا  -   

t3

2
  

 

 

، s J [0 إذا ناىت  : 5مثال 
t

2
 s أّدد قٔن٘  [

  تحكل ما ٓلٙ :   التٙ

  60جا  00+ جتا   60جتا   00=  جا  s( جا 0)

ظا 0( 0)
0
 s    =5 جا

0
 

6

t
جتا 8+  

0
 

3

t
  

=     s( جتا0)
90جا

60جا
  - 

45جا

0جا
 

 الحل
  60جا  00+ جتا   60جتا   00=  جا  s( جا 0)

            =
1

2
   ×

1

2
    +

3 r

2
  ×

3 r

2
  

           =
1

4
 +

3

4
     =  

4

4
   =0   

  E   جاs  =0     D s  =90   ْ  
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 بعض خواص الدوال المجلجية

الدّال المجلجٔ٘  لها خْاص تمٔصٍا عً باقٙ الدّال 

المطترضل٘  فلَا خْاص مػترن٘  ّنل دال٘  لها 

 خْاص ميفسدٗ ّبعض  ٍرِ الخْاص  ىطسدٍا فٔنا ٓلٙ 

 

   0tالدّال المجلجٔ٘ جمٔعَا دّال دّزٓ٘ ّدّزتَا  (0)

x(s = )x(s  +i  ) الدالة تكٌْ دّزٓة إذا كاىت

ّلرلك فإٌ الدّال المجلجٔة دّال   i=  ّتكٌْ دّزتَا

 ( c  +0t= جا) cجا   ٓكٌْ دّزُٓ لأٌ على ضبٔل المجال

  t 0  دّزٓة ّدّزتَا لرا فإٌ الدّال المجلجٔة جمٔعَا دّال

 

  c   [ =- 0  ،0 ] جتا،   c جامدٚ الدالتين ( 0)

لا يمكً أٌ تتعدى جا ، جتا  أى اىُ باليطبة للدالتين

أما   0 – ّلا يمكً أٌ تكل عً 0 كلا ميَنا عً قٔنة

 الدّال المجلجٔة فلا ٓيطبل علَٔا ذلك  باقى

 

  جا  ، جتا   ، ظاالصّآا الطالب٘ للدّال ( 0)

مً خصائص ٍرِ الدّال التى ضيتعسف علَٔا فى ٍرا 

 الدزس أٌ 

 ( جا- c = )-  جاc  D   00جا  -=  00 –جا  

 (جتا- c جتا = )c    D   ( جتا  000 -جتا  = )000  

 ( ظا- c = )-  ظاc  D   00ظا   -=  00 –ظا  

 

 الدال٘ العهطٔ٘ للدال٘ المجلجٔ٘  (5)

= جا c  =$  D  cجا  إذا كاٌ
- 0

 $   

 $الصآّة محل الدزاضة ّأٌ  cّمعيى ذلك اىُ ّبإعتباز  

 قٔنة دٔب ٍرِ الصآّة 

 $ٍْ إيجاد الكٔنة  cفإٌ مَنة الدالة المجلجٔة دا مع الصآّة 

أى أٌ إذا علنيا شآّة معٔية فإىيا ىطتطٔع أٌ ىْدد قٔنة 

دٔبَا اّ دٔب تمامَا أّ ظلَا  فناذا إذا علنيا قٔنة دٔب 

 شآّة غير معلْمة فَل ىطتطٔع إيجاد ٍرِ الصآّة 

ٓكٌْ ّلكى ىطتطٔع اٌ ىْدد ٍرِ الصآّة لا بد اٌ 

جا  لدٓيا دالة مجلجٔة عكطٔة للذٔب ّالتى تكٌْ
- 0

  

 فنجلا :

=  cجا  إذا كاىت 
1

2
    D  c جا =

- 0
 

1

2
   =00  

 

 

 

 

 

 

 

 الزوايا المنتشبة 

 قبل اٌ ىتعسف علٙ الصّآا الميتطب٘ ىسادع ضْٓا 

  { 060،  070،  080،  90،  0} الصّآا المحْزٓ٘ ٍٙ 

  { 60،  54،  00} الصّآا الخاص٘ ٍٙ 

 الزوايا المنتشبة 

ٍٙ تلو الصّآا التٙ تيتج مً  جمع اّ طسح شآّ٘ 

 لذْزٓ٘ ّشآّ٘ خاص٘ 

 اي تكىن كانتانً 

  60 – 080أو =   00+  90=  000

  00 – 070أو =   60+  080=  050

  54+  070أو =    54 – 060=  004

ٍّهرا ّإذا اضتددميا جمٔع الصّآا المحْزٓ٘ 

بالاضاف٘ اّ بالطسح ميَا مع جمٔع الدّال الخاص٘ 

 ضٔيتج ما ٓطنٙ بالصّآا الميتطب٘ 

 ىتطاٜل الاٌ ؟

ّما علاقتَا  000جا  ٍل يمكً تحدٓد قٔنة مجلا لـ

 حٔح أٌ 60جا  أّ 00 جا بالكٔنة

  000  =080 – 60  =90  +00   

  علُٔ فٔنا ٓلى :كل ذلك ضيتعسف 

 

  خطوات إيجاد قينة الزوايا المنتشبة

 المجلجٔ٘  تػير الدّالw   {90  ،070  }  شّآا المحْز( 0)

 جا    D  جتا    جتا    ،     Dجا  

 قا    D  قتا   قتا       ،     D  قا

 ظا     D  ظتا   ظتا      ،    D  ظا

فلا تػير الدّال s   {0  ،080  ،060   } أما شّآا المحْز

 المجلجٔ٘ 

 

 اىَا تػير الدال٘ 070،  90 نل ما تفعلُ الصآّتين( 0)

ننا  c  المجلجٔ٘ ننا ضبل ّلهً تبكٙ علٙ الصآّ٘

الاغازٗ للكٔن٘ الجدٓدٗ حطب إغازٗ  ٍٙ  ّلهً

 نالتالى :  الدال٘ بمْقع الصآّ٘

  ( 90جا  +c جتا  = )c       

 شآّة تػير الدالة المجلجٔة  90تػيرت إلى دتا لأٌ 

 جا  شآّة فى السبع الجاىى ّ  c+  90ّإشازتَا مْدبة لأٌ  

 فى السبع الجاىى مْدبة 

   ( 060ظا – c   = )-   ظاc   

شآّ٘ ضٔئ٘ لا  060 ننا ٍٙ لأٌ ظا الدال٘ بكٔت 

 الدال٘ المجلجٔ٘  ّلهً الاغازٗ تػيرت لأٌ الصآّ٘ تػير

060 – c  ٙفٙ السبع السابع   ظا السبع السابع ّشآّ٘ ف

 ٍّهرا مع اٚ شآّ٘ ّاٚ دال٘ مجلجٔ٘  ضالب٘ 
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 أمجلة توضيحية

 ( c + 90جا) (0)

الجاىى  فى السبع جاو  تكع فى السبع الجاىى  c+  90  الصآّة

  مْدبة

 جتا  Dجا  تػير الداة المجلجٔة 90 

E  (90جا+c)  جتا =c  

 

 ( c +080جتا) (0)

   تكع فى السبع الجالح  c+080  الصآّة

 الجالح ضالبة فى السبع جتاو   

  لا تػير الدّال المجلجٔة 080 

E (080جتا+ c ) =- جتا c  

 

 (c  – 070قتا) (0)

  تكع فى السبع الجالح c  – 070 الصآّة

  ضالبة فى الجالح قتاو   

 قا  Dقتا   المجلجٔة  الدالة  تػير 070

E (070قتا- c ) =-  قا c  

 

 ( c  – 060جا)= ( c -جا) (5)

  تكع فى السبع السابع  c – 060أو  c – الصآّة

  فى السبع  السابع ضالبةجا   و 

  لا تػير الدّال المجلجٔة    0أو   060

E  (جا- c(جا = )060 –  c )  =-  جاc  

 

 ( c + 90 -ظا) (4)

 (c +070(= ظا) c +060 +90 -( = ظا )c +90 -ظا) 

  فُٔ ضالبة ظاو فى السبع السابع  c+  070  الصآّة

   تػير الدّال المجلجٔة 070

E  (90 -ظا + c)  =(070ظا + c = )-  ظتا   c   

 
 : طريقة أخرى

 ({ c – 90) -( = ظا}c + 90 -ظا)

   cظتا   -=  (c  - 90ظا)  -=                     

 

 

 أّدد قٔن٘ نلا مما ٓأتٙ :  1مثال 

 (040 -( ظا)0)        470( جتا 0)         050( جا0)

( جتا5)
t5

3
( قا 4)         

t15

4
( ظا6)         

t14

3
 

 الحل
  050( جا 0)

  ٍّى فى السبع الجالح  050 اّلا نحدد مْقع الصآّة

 E  050   =080  +60         ،00 – 070=  050أ  

E  60جا   -(  =  60+  080= جا )  050جا  =- 
3 r

2
  

E  00جتا   -( =  00 - 070جا) =  050جا  =  - 
3 r

2
   

 

  470( جتا0)

    060 الصآّة  اكبر مً

 E  c  =470 – 060  =000  
 الصآّة تكع فى السبع الجالح 

E 000  =080  +00        ،60 – 070=  000أ   

E  00جتا   -( =  00 +080 جتا)  = 000جتا   =- 
3 r

2
  

E 60جا   -=  ( 60  - 070 = جتا ) 000جتا   =- 
3 r

2
   

 

 ( 040  -( ظا)0)

  000( = ظا  060+ 040 -)  = ظا     

E 000  =080  +00        ،60 – 070=  000أ    

 E ( = 00+080) ظا  = 000ظا 

E  ( = 60-070) ظا  = 000ظا 

 

( جتا5)
t5

3
        

  D  c  =
180 5

3


 =000  

  تكع فى السبع السابع 000

E 000  =060 – 60      ،00+  070=  000أ  

E  ( =  60 - 060= جتا) 000جتا 

E  ( =  00+  070= جتا) 000جتا 

 

  تدريب (6( ، )4)

 

 

 

قٔاع شآّ٘ حادٗ مْدب٘ فٙ  cإذا ناىت   : 2مثال 

  ّضع قٔاضٙ  ّتعين علٙ داٜسٗ الْحدٗ اليكط٘

 f (
3

5
 ،w ) ٘أّدد قٔن  : 

 (  c -90(+ قا)c -90( ظا)0)

 ( c+ 080جا )   –( c +90ظا)  –( c + 070(ظتا)0)

 ( c  -080( + جتا)c +90( جا)0)

  الحل
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 لأٚ ىكط٘ علٙ داٜسٗ الْحدٗ  ٓهٌْ

s
0
  +w

0
  =0  

(
3

5
)

0
  +w

0
  =0  

w
0
  =0 - 

9

25
=

9 25

25


 =

16

25
 

w
0
  =

16

25
  D  w  =

16

25
 # =

4

5
  

=  D wفً اىستع الاوه ٍىجثة   wوىنِ 
4

5
  

E  جاc  =
5

4
= cجتا        

5

3
=  cظا        

3

4
 

  cقتا   +  cظتا   =  (c  - 90قا)  + (c  - 90( ظا)0)

            =
3

4
  +

5

4
  =

5 3

4


 =

8

4
  =0   

 

 ( c+ 080جا )   –( c + 90ظا)  –( c + 070( ظتا)0)

 (  cجا   -)  –(  cظا   -)  -  cظا  -=  

=  c+ جا  c+ جا   c+ ظا   cظا  -=  
5

4
   

 

 ( c  - 080جتا)  + ( c + 90( جا)0)

 = صفس   cجتا   -  c= جتا    
 

 -=  cإذا ماُ جتا :   3مثال 
4

5
H J ]

 

t

2
 ،t  : أوجد [ 

 (  c -060( قا)0)      (   c -080( جا)0)

 (  c – 080( ظا)5)          (  c -( جتا)0) 

 ( c+ 070ظتا)  –( c+ 080( جتا)4) 

  الحل
 لأى ىكطة على دائسة الْحدة  ٓكٌْ

s
0
  +w

0
  =0  

 (- 
4

5
)

0
  +w

0
  =0   

16

25
 +w

0
  =0    

 D  w
0
 =  0 - 

16

25
 = 

16 25

25


 =  

9

25
   

w  =9

25
  # =

3

5
  

 D  w  فً اىستع اىثاًّ ٍىجثة 

E w  =
3

5
    

E  جاc  =
3

5
 -=  cجتا        

4

5
 -=  cظا        

3

4
  

 

=  c( = جا c  - 080( جا)0)
3

5
  

 -=  cقا   = (c  - 060( قا)0)
5

4
   

 -=  c( = جتا  c -جتا)  (0)
4

5
        

 ( c – 080+060 = ظا) (c– 080( ظا)5)

 -=   c(  = ظا c  +080= ظا)                      
4

3
  

 ( c+  070ظتا)  –( c+ 080( جتا)4)

  c+ ظا  cجتا   -{ =  cظا  -}  – cجتا  -=    

    =- (- 
4

5
 (+ )- 

3

4
 = )

4

5
 - 

3

4
  =

15 16

20


=

1

20
 

   

  أّدد قٔن٘:  4مثال 

  500+ جتا  000+ قتا 004+ ظا 000(جتا0)

 (000 -جتا)  000جا  –  400جا   000( جتا0)

  الحل
  ىْدد نل ىطب٘ علٙ حداٍا( 0)

  60جتا  -( =   60 -080= جتا) 000جتا  =- 
1

2
 

  0=  54(= ظا 54+  080= ظا) 004ظا  

   0 -=  00قتا  -( =  00 – 060= قتا) 000قتا  

   60( = جتا  060 – 500= جتا) 500جتا  =
1

2
  

E 500+ جتا  000+ قتا 004+ ظا 000جتا   = 

  - 
1

2
 +0 + (- 0 )  +

1

2
  =0 – 0  =- 0  

 

  (000 -جتا)  000جا  –  400جا   000جتا( 0)

   00جتا   -(=  00+ 080= جتا) 000جتا  =- 
3 r

2
 

 040= جا ( 060 -400= جا) 400جا  

=   00جا   (  =00- 080= جا)              
1

2
  

 00جا   -( =  00 – 060= جا) 000جا  =- 
1

2
  

 (جتا000 -جتا = )000  

=  00جتا  = ( 00 -  060جتا) =                     
3 r

2
   

E ( 000 -جتا) 000جا  –  400جا  000جتا 

= - 
3 r

2
 × 

1

2
   +  (-

1

2
)  × 

3 r

2
 

c  

، ص(  0.6)

 ب

s  
w  

 h O و,

c  

( ،w  )

f 

s  
w

 h و  
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 =- 
3 r

4
-

3 r

4
 = 

3 r 3 r

4

 
  

   =- 
3 r 2

4
 =- 

3 r

2
  

 قاعدة مهنة : 

 :  شآّتين متتامتين  فإٌ h  ،f إذا ناٌ( 0)

    fقا   = h،  قتا    fظتا   = h،  ظا    fجتا   =  hجا 

 

 :  فإٌ  f= جتا  hجا  D   إذا ناٌ( 0)

 D  h  #f  =
t

2
 +0 K t     H K J w  

 

  :  فإٌ  f= قا  hقتا D  إذا ناٌ( 0)

 D  h  #f  =
t

2
  +0 K t     H K J w  

 

  :  فإٌ  f= ظتا  hظا D  إذا ناٌ( 5)

 D  h  #f  =
t

2
  +K t     H K J w  

                          H h   W (K +
1

2
 )t   ،f  W  K t  

 

 أّدد الحل العاو لهلا مً المعادلات الاتٔ٘ :  5مثال 

  c 0= ظتا   c 0( ظا 0)        c 5= جتا   c 4( جا 0)

 ( c  +0 0(  =  قتا )c – 0 0( قا )0)

 الحل 
    c 5= جتا   c 4جا ( 0)

        4 c  #5 c   =
t

2
 +0 K t        

 4 c+5 c =
t

2
+0 K t      4 c -  5 c =

t

2
+0 K t    

  9 c  =
t

2
+0 K t                  c =

t

2
+0 K t      

 c   =
t

18
  +

t K 2

9
 

= }   الحل العاو
t

18
  +

t K 2

9
      ،

t

2
+0 K t     } 

 

 c 0= ظتا   c 0ظا ( 0)  

        0c    #0 c   =
t

2
  +K t        

 0 c+0 c =
t

2
+  K t       0 c -  0 c =

t

2
 +K t    

  4 c  =
t

2
 +K t                  c =

t

2
+  K t      

 c   =
t

10
  +

t K

5
 

= }   الحل العاو
t

18
  +

t K 2

9
      ،

t

2
+0 K t     } 

 ٓأتٙ :أّدد قٔه ع التٙ تحكل ما  : 5مثال 

  H  0 > s N 90(   s - 00 0قا) = (s + 04( قتا)0)

  H  0 > s N 080(   s - 00(= ظتا) s + 90( ظا)0)

(جا)0)
20 s

2


( = جتا )

20 s

2


  )H  0 > s N 90  

 الحل

(0  ) 

D (قتاs + 04) = (0قا s - 00 ) 

 E  (s  +04 (#)0 s -00  = )90  +0 K t  

 
 حاصل الجنع : 

 (s  +04 (+)0 s - 00  = )90  +0 K t 

0s  +04  =90  +0 K t 

  عْدٍاK  =0  D  0s +04=90  D 0s=90 - 04  

 0 s  =74     E s   =04  ( 0ــــــــــــــــ ) 

 

  عْدٍاK =0  D 0s  +04  =90  +080  =070  

 0s  =070 – 04 =044  

0 s  =044     E   s  =84 ( 0ــــــــــــــــ) 

  

   عْدٍاK = 0  D 0s  +04  =90  +060  =540 

0s  =540 – 04  =504   

0s  =504   E s  =
435

3
 ْ  وىنْها ٍسفىضة   054= 

 s N 90 < 0لأّها لا تحقق اىشسوط  حيث     

 
  حاصل الطسح

(s  +04 )- (0 s -00  = )90  +0 K t 

s  +04 – 0s  +00 =90  +0 K t 

- s  +04  =90  +0 K t 

 

  عْدٍاK  =0  D   - s  +04  =90  

 - s  =90 – 04   =44   D s  =- 44  

  s N 90 < 0ٍسفىضة لأّها لا تحقق اىشسط   حيث   

 E  ًP  { =04   ،84  } 

 

  H  0 > s N 080(   s - 00(= ظتا)s + 90( ظا)0)

(90+s(# )s-00 = )90   +K t 

 
 



 

 

Waled_elgarhy Www.lopital.net 

 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

  حاصل الجنع : 

 (90 +s( +)s - 00 = )90   +K t      

0 s  +60  =90   +K t  

  عْدٍاK  =0  D  0s  +60  =90  

0 s  =90 -60  =00   

0s  =00      E s  =04  ( 0ـــــــــــ ) 

 

  عْدٍاK =0   D  0s  +60  =90  +080  

 0s  +60  =070  D 0 s  =070 – 60  

0s  =000    E s  =004 ( 0ــــــــــ ) 

 

  عْدٍاK =0  D 0s  +60  =90  +060  

0s +60  =540  D 0s  =540 – 60  =000  

E 0 s  =000     E  s  =044 ( 0ــــــــ ) 

 

  عْدٍاK =0  D 0s  +60  =90  +450  

0s  +60  =600  D 0 s  =600 - 60  =470  

0 s  =470  E  s  =084 

  s N 080 < 0وىنْها لا تحقق اىشسوط  حيث  

 
   حاصل الجنع : 

90  +s – s  +00  =90   +K t       

000  =90   +K t         وهرا غيس صحيح  زياضيا 

E  ًP   { =04    ،004      ،044   } 

 

 حل المعادلات المجلجية

=  cجا   إذا ناىت
1

2
 فإٌ ٓتطسم فٙ أذٍاىيا مباغسٗ أٌ 

c  =00   

=  040جا  بالسغه مً أٌ
1

2
 أٓطا ّلهييا نحبر التعامل 

  داٜنا مع الصآّ٘ الحادٗ

=  cجا   لرا فإىُ عيدما تهٌْ
1

2
 D  c  =00  ،040أ  

 : 040 نٔف داٛت الصآّ٘

 ّالصّآا  الجاىّٙ الاّلدال٘ مجلجٔ٘ مْدب٘ فٙ السبع   جا

  s ٍٕ  0  ،080 المحْزٓ٘ علٙ المحْز

= cجا  ّالصآّ٘ الاضاضٔ٘ التٙ تجعل
1

2
  c  =00هً    

  فٔهٌْ الحل العاو للنعادل٘

  c  =0  +00  =00  ٌالاّل مْدب٘ فٙ السبع  جا لأ  

c  =080 – 00  =040  ٌالجاىٙ مْدب٘ فٙ السبع جا لأ  

 

 

 

 

 خطوات حل المعادلة المجلجية :

  اّلا يجب أٌ تهٌْ الدال٘ فٙ الصْزٗ( 0)

 $ =  cأو ظا $ = cأو  جتا  $ = cجا 
 ّإذا لم تهٌْ فٙ ٍرِ الصْزٗ فإىُ يجب تحْٓلَا لها   

 

تحدٓد السبعين اللرًٓ تكع فَٔنا الدال٘ المجلجٔ٘ ( 0)

 عً طسٓل قاعدٗ الاغازات 

 

  ىْدد الصآّ٘ الحادٗ التٙ تحكل اليطب٘ المجلجٔ٘(0)
 

ّلا ىطتددو   060،  080،   0 ىطتددو الصّآا( 5)

  لأىَا تػير الدّال المجلجٔ٘  070،  90 الصّآا

 

 ويراعى الاتى فى حل المعادلة : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  المنهي٘  cأّدد  قٔه  c  =0ظا   إذا ناىت: 6مثال 

 ] c J ]0 ،0t  حٔح   

 الحل

 مْدبة فى السبع الاّل ّالجالح ظا      c  =0ظا 

 c ظا الحادة =
-0

 0  =54   

     عيدما تكٌْ فى السبع الاّلc  =0  +54  =54  

      عينا تكٌْ فى السع الجالحc  =080  +54  =004  

 

 : أوجد ٍجَىعة حو اىَعادلات اىَثيثية الاتية  7مثال 

جتا 5( 0)
0
 s – 0  =0   H s J   [0  ،0 t  ] 

( ظا0)
0

s - 
1

s
  =0  H s J   [0  ،0 t  ] 

جا0( 0)
0 

s – جاs – 0  =0  H s J   [0  ،0 t  ] 

 s = 0  ،s J  [0  ،0 t  ]جتا 0،  0= 0  + ِ جاض  0(5)

  s  =0جتا s  +0( قا4

 الحل

جتا 5( 0)
0
 s – 0  =0     D 5جتا

0
 s  =0  

كاىت فى إذا 

=  السبع الجاىى

080 – c   

إذا كاىت فى 

=  السبع الجالح

080  +c   

إذا كاىت فى 

=  السبع السابع

060- c   

 إذا كاىت فى

 = السبع الاّل

 0  +c   

90 

080 

070 

0  ،060 



 

 

Waled_elgarhy Www.lopital.net 

 حشاب المجلجات لوبيتال فى الرياضيات

جتا
 0 

 s =
3

4
 D   جتاs =  3

4
  # =

3 r

2
 

=cجتا  شآّة حادة ّاٌ c ىفسض أٌ
3 r

2
 

   E c=   جتا
-03 r

2 
 =  60   

 ّلهً : 

=s جتا
3 r

2
 -= sجتا    مْدبة  0 > 

3 r

2
  ضالبة  0 < 

E s  اىساتعو الاوهفً اىستع    E s  اىثاىثو اىثاًّفً اىستع  

 فى السبع  الجاىى :                    فى السبع  الاّل :            

s  =0  +60  =60                s  =080 – 60  =000  

 فى السبع الجالح :                     فى السبع السابع:           

s  =060 – 60  =000            s  =080  +60  =050  

 

 ًP  { =60    ،000     ،050     ،000  } 

 

( ظا0)
0

s - 
1

s
  =0  

   D ظا
0
 s –   ظاs  =0   ظاs ظا (

 0 
s – 0=)0 

  D  ظاs   ظا (s +0 ظا( )s – 0=)0  

   s  =0،    ظا      s  = - 0 ،    ظا    s =0 ظا

 

   s   =0 ظاأّلا  عيدما  

   E s  =0  ،080  ،060  لأىَا شّآا محْزٓة   

 

  0# ظاض =  ثاىٔا عيدما

    c=0ظا   شآّة حادة ّاٌ c ىفسض أٌ

    E c ظا =
-0

 0 = 54   
  ّلهً : 

  ضالبة   s = - 0 >  0 ظا          مْدبة  s =0  < 0 ظا

E s الاّل ّالجالح فى السبع    E s  الجاىى ّالسابعفى السبع  

 فى السبع  الجاىى :                      فى السبع  الاّل :           

s  =0  +54  =54                  s  =080 – 54 =004  

 :  فى السبع السابع                      فى السبع الجالح:             

s =080 +54 =004               s =060 -54  =004  

E  ًP  { =54     ،004     ،004      ،004  } 

 
 

جا0( 0)
0
 s – جاs – 0  =0      

  0( = s  +0جاs – 0 ( )0) جا  

 -=  sجا             s  =0جا
1

2
     

 : 0جاض =  عيدما

E  = لأىَا شآّة محْزٓة   90ض  

 

 -=  s جا عيدما
1

2
     : 

=  cجا  شآّة حادة ّأٌ c ىفسض أٌ
1

2
 

       E c جا =
-0

 
1

2
  =00  

 -=  s جا     ّلهً
1

2
 ( ضالبة )     0 < 

E s  الجالح ّالسابعتكع فى السبع  

 فى السبع السابع                        فى السبع الجالح :          

 s  =080  +00  =000          s  =060 – 00  =000   

E   ًP  { =90   ،000    ،000   } 

 

 

  s= 0جتا s +0( قا4)

 D 
1

s
   s جتا  ×                s = 0 جتا 0 +

جتا 0+  0
0
 s  =0جتا s 

D  0جتا
0

s – 0 جتاs +0  =0 

 0( =  s – 0جتاs-0()0)جتا

=  s  جتا       s  =0 جتا
1

2
  

 : s  =0 جتا عيدما

E s   =0    ،060         لأّها شاوية ٍحىزية 

=  s عْدٍا جتا
1

2
 : 

= cجتا شآّة حادة  ّأٌ   c  ىفسض أٌ
1

2
 

  E c = جتا
-0

 
1

2
 = 60  

= cجتا  لكً
1

2
 مْدبة  0 > 

    s  الاّل ّالسابعتكع فى السبع  

 فى السبع السابع :            فى السبع الاّل :           

s  =c =60           s =060 –   c=060 – 60  =000  
 

 $P  { =0  ،060   ،60   ،000   } 
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 التنجيل البيانى للدوال المجلجية

 

  s( = جا s)x  اولا الدالة  (0)
 لمعسف٘ ميحيٙ الدال٘ داع ىطتعسض الجدّل التالى 

s 0 90 080 070 060 أي قيَة 

x(ض=) 0 <جاض  < 0- 0 0- 0 0 0 ضجا 

 ّنرلو 

 أي قيَة 060- 070- 080- 90- 0 ض

xض(=جا(

 0 <جاض  < 0- 0 0 0 0- 0 ض

 فٔكٌْ ميحيى الدالة كالتالى :

 

 

 

 

 

 

 

 

 ّمً ميحيٙ الدال٘ ىطتيتج أٌ : 

  [ 1،  1-مدي اندانة هى انفترة ]  (1

  P(مجال اندانة هى 2

  2t( اندانة دورية ودورتها  3

 

   f s جا x(s=)h إذا ناىت الدال٘ علٙ الصْزٗ

 [  h   ،h -]  مدى الدالة ٍْ( 0)

  P=   ٓكٌْ المجال( 0)

  الدالة دّزٓة ّدّزتَا( 0)
t2

f
  

 

  sجتا  x(s= )ثانيا الدالة  (0)
 لمعسف٘ ميحيٙ الدال٘ داع ىطتعسض الجدّل التالى 

 أي قيَة 060 070 080 90 0 ض

x0 <جتاض  < 0- 0 0 0- 0 0 )ض(=جتاض 

 ّنرلو 

 أي قيَة 060- 070- 080- 90- 0 ض

x0 <جاض  < 0- 0- 0 0- 0 0 )ض(=جتاض 

 فٔكٌْ ميحيى الدالة كالتالى :

 

  

 

 

 

 

 

 

 ّمً ميحيٙ الدال٘ ىطتيتج أٌ : 

 [  0،  0 -]  مدٚ الدال٘ ٍْ الفترٗ( 0)

  P لدال الدال٘ ٍْ(0)

  0t  الدال٘ دّزٓ٘ ّدّزتَا( 0)
 

   f s اتج x(s=)h إذا ناىت الدال٘ علٙ الصْزٗ

 [  h   ،h -]  مدى الدالة ٍْ( 0)

  P=   ٓكٌْ المجال( 0)

  دّزٓة ّدّزتَا الدالة( 0)
t2

f
  

 

  sا ظ x(s= )ا الدالة لجثا (0)
 لمعسف٘ ميحيٙ الدال٘ داع ىطتعسض الجدّل التالى 

 060 070 080 90 0 ض

x0 غيس ٍعسف  0 غيس ٍعسف 0 )ض(=ظاض 

 ّنرلو 

 060- 070- 080- 90- 0 ض

x0 غيس ٍعسف  0 غيس ٍعسف 0 )ض(=ظاض 

 : الدال٘ نالتالىفٔهٌْ ميحيٙ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ّمً ميحيٙ الدال٘ ٓتبين ليا 

  P= مدى الدالة  (0)

+  P – ( {K= مجال الدالة  (0)
1

2
)t } 

  t الدالة دّزٓة ّدّزتَا   (0)

 

   f sظا  x(s=)h إذا ناىت الدال٘ علٙ الصْزٗ

  P مدى الدالة(0)

+  P – ( {K=   مجال الدالة( 0)
1

2
 )

t

f
   } 

 الدالة دّزٓة ّدّزتَا(0)
t

f
  

 

عين نلا مً المجال ّالمدٚ ّالدّزٗ لهلا : 1ثال م

 مً الدّال الاتٔ٘ 

(0 )x(s) = جاs         (0 )x(s) =  جتاs     

(0) x(s) = ظاs         (5 )x(s) = h  جاf s  

(4)x(s) = 0 5جتاs      (6)x(s) =  4 0ظاs    

0 

-0 

90 080 070 060 -90 -080 -070 -060 

0 

-0 

90 080 070 060 -90 -080 -070 -060 

0 

-0 

90 080 070 060 -90 -080 -070 -060 
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 الحل
(0 )x(s) = جاs       

  t 0[       دوزتها =  0،  0 -اىَدي = ]     Pاىَجاه = 

 

(0  )x(s) = جتاs   

  t 0[     دوزتها =  0،  0 -اىَدي = ]     Pاىَجاه = 

 

(0 )x(s) = ظاs    

+  P – ( {Kاىَجاه = 
1

2
)t = اىَدي       }P   

  tدوزتها = 

 

(5 )x(s=)h  جاf s    

   0t[       دوزتها =  0،  0 -اىَدي = ]      Pاىَجاه = 

 

(4 )x(s) = 0 5جتاs    

 [     0،   0 -اىَدي  = ]      Pاىَجاه  = 

دوزتها =  
t2

4
   =

t

2
  

 

(6 )x(s=)40ظاs    

+  P - ( {Kاىَجاه = 
1

2
)

t

2
  } 

دوزتها =            Pاىَدي = 
t

2
  

 

 

 مجل بٔاىٔا نلا مً الدّال الاتٔ٘   تدريب 

(0 )x(s= ) 0 جاs  

(0 )x(s= )  جتاs 0 

(0 )x(s= )  ظاs0   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الدوال المجلجية للزاوية الحادة

 فإٌ نلا مً  fقاٜه الصآّ٘ فٙ "   h f Oإذا ناٌ 

   حادتين h  ،fالصآّتين   
 

 الطلع f O  

  h  ٓهٌْ مكابل للصآّ٘( 0)

  O  ٓهٌْ لداّز للصآّ٘( 0)
 

  الطلع h f                             الطلع  h O  

 يمجل ّتس المجلح           O  ٓهٌْ مكابل للصآّ٘( 0)

  h  ٓهٌْ لداّز للصآّ٘( 0)
 

 

 الدوال المجلجية :

دٔب الصآّ٘ ٍّٙ   اضلاع المجلح ّشّآاِ ٍٙ دّال تسبط 

 ظل الصآّ٘ ّدٔب تماو الصآّ٘ ّ

 ّتطنٙ بالدّال الاضاضٔ٘ 

ّظل تماو  قاطع تماو الصآّّ٘ قاطع الصآّّ٘نرلو 

 مكلْبات الدّال الاضاضٔ٘ ٍّٙ  الصآّ٘

 

 علاقة الدوال المجلية بالمجلح القائه

ّتسا   h fفإٌ    fقاٜه الصآّ٘  فٙ △   h f Oإذا ناٌ  

 ضلعا  الكاٜن٘  ّٓهٌْ    h f   ،f Oفٙ المجلح ، 

hجا
ر مثهثوت ان

م مقاب ـان hن

hO

جـب


تا hج
ر مثهثوت ان

ر مجاو ـان hن

hO

hب
 

hظا
ر مجاو hgان

م مقاب hلان
 

=  hقتا 
م مقاب ان

ر ىت ان

fO

hجـ
 

=  hقا 
ر مجاو ان

ر ىت ان

hf

hO
   

 

 نص نظرية فيجاغورخ رياضيا 

 f قائه الصآّة فى h f O∆  إذا كاٌ

 فإٌ : R(f= )̂90  أى أٌ  

(h O)
0
 ( =h )ب

 0
( O+) ب 

0
    

  

 ملاحظات مهنة 
  ًٓإذا عله الْتس فإىيا ىسبع الطلعين الأخس

 ّىطسحَناّىأتٙ بالجرز

   ًٓإذا غاب الْتس فإىيا ىسبع الطلعين الأخس

 ّنجنعَنا ّىأتٙ بالجرز

 

O  

h  

f   

h 

f 
O 

ىـ 
و 

ات
َق

اى
O

 

 ىـ
ز
او

ج
ىَ

ا
h

 

 hاىَقاتو ىـ 
 Oاىَجاوز ىـ 

h 

O f 
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 فيه∆  h f O : 1مثال 

 R (f  = ) ^90  ، hf  =00 ٌس 

  ،f O   =4   ٌس 

   hOأوجد : 

 الحل 
 مً فٔجاغْزخ :

 (h O  )
0
 (=h f )

0
 ( +f O )

0
   

h O =  r  4 
0
  +00

 0 
  =   ِ04  ُ+ُ055  ِ  =069 =00  

 

  ّكاٌ   $قائٌ اىصاوية فً ∆  g $ K: 2مثال

 g $  =0   ،  ٌسg K  =4  ٌاّدد مطاحة المسبع الميصأ  س

  K $ على الضلع

 الحل 
 مً فٔجاغْزخ  

 

(g K  )
0
 ( =g $ )

0
  ( +$ K )

0
   

 $ K   = r  4
 0

 – 0
 0

    ِ  = 04 ُ– 9  =    ِ 06   =5  

 

  3مثال 
  h f O   فيه "h f  =0   ،  ٌسf O  =5 ، ٌس 

 R(f  = )̂90      ْأّدد  

  h O طْل( 0)

   h الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘( 0)

  O الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘( 0)

  الحل

 فى المجلح المكابل 

 ّباضتخداو ىظسٓة فٔجاغْزخ

  (h O)
0
 ( =h f)

0
 ( +f O)

0
  

h O =  r 5
 0

  +0
 0

      ِ  =06  +9  =      ِ04  =  4  

=  h( جا 0)
اىَقاتو

اىىتس
  =

4

5
=  hجتا   ،

اىَجاوز

اىىتس
  =

3

5
= h،  ظا  

اىَقاتو

اىَجاوز
  =

4

3
 

=   O( جا 0)
اىَقاتو

اىىتس
 =

3

5
=  Oجتا   

اىَجاوز

اىىتس
 =

4

5
=  O،  ظا   

اىَقاتو

اىَجاوز
  =

3

4
 

 

  c – 4  =0قتا  0 إذا كاٌ  : 4مثال 

  cظا   -  c: قا  أّدد      c > 90 < 0حيث   

 الحل

 c = 4قتا  c – 4  =0   D  0قتا  0

 E  قتاc =
3

5
 D   جاc  =

5

3
   

 مً فٔجاغْزخ :

 (h O )
0
 = (h f )

0
  ( +f O )

0
   

f O =   r 4 
0
 – 0

 0
     =r  04 – 9   =   ِ 06   =5  

 

E  قاc –   ظاc   =
5

4
- 

3

4
 =  

3 5

4


  =

2

4
  =

1

2
 

 سٌ   h f =h O =00"  فيه  :  Oب  h  : 4مثال 

 f O= 00  ٌزضه س h x  n   بO   ٙٓكطعَا  فx    :

 أّدد 

 (O h x( ظا)0)      O+ جتا  f( جا 0)

  قٔن٘ثه أّدد    O  < 0+ جتا Oجا  بين أٌ( 0)

جا
0

O جتا +
0

O  

ظا أّدد قٔن٘( 5)
0

f  +0  قا ،
0
 f   ماذا تلاحظ ؟  

 الحل  
e h x  n  f O   ،h f  =h O  

E  f x  =x O  =6  ٌس 

  h x Oاىـ "  مً فٔجاغْزخ على

(h O)
0
 ( =h x)

0
 ( +x O )

0
  

h x   = r  00
 0

 – 6 
0

     =r  000 – 06    ِ  =65   =8  ٌس 
 

=   O+ جتا  f( جا 0)
8

10
 +

6

10
  =0.8  +0.6  =0.0  

( = O h x( ظا)0)
6

8
 =0.74  

=    O+ جتا O( جا0)
8

10
 +

6

10
  =0.8  +0.6  =0.0 < 0  

قيَة : جا
0

O جتا +
0

O ( =
8

10
)

0
( +

6

10
)

0
  =

64

100
 +

36

100
  

                               =
36 64

100


 =

100

100
 =0  

( ظا5)
0
 f  +0  ( =

8

6
)

0
  +0 ( =

4

3
)

0
  +0  

                         =
16

9
 +0   =

16 9

9


 =

25

9
   

@ قا
0

f ( =
10

6
)

0
 ( =

5

3
)

0
  =

25

9
  

ظا D  ىلاحظ أٌ
0

f  +0  قا =
0

f  
 

=  cجا ن  إذا نا : 5مثال 
8

17
حيث  

t

2
 > c  >  t  

  c  أّدد جمٔع الدّال المجلجٔ٘ للصآّ٘

h 

O f 

 سٌ 0

 سٌ  5

 سٌ 4

c 

h 

f O x 
  سٌ 00

K 

g $ 

h 

O f 

h 

O 

f 0 ٌس  

  سٌ 5
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  الحل

 الصآّة تكع فى السبع الجاىى 

  080،   90 لأىَا تكع بين

 ّمً ىظسٓة فٔجاغْزخ 

r  07  و ه = 
 0

 – 8 
0

    =r  089 – 65    ِ  =004   =04  ٌس  

  

لأىَا على الاتجاِ الطالب لمحْز سٌ  04 -وه =   ّضعت

 الطٔيات 

E  جاc  =
8

17
=  cجتا      

15

17


=  cظا       

8

15


  

 =        c=               ظتا  c=             قا  cقتا   

 

 -=  Oجتا  إذا كاىت : 6مثال 
7

25
أصػس   O  حٔح  

=  xظا   مْدبة  ، شآّة
3

4
أكبر شآّة مْدبة   x  حٔح  

 أوجد :    N x  N 060 0     حٔح

 (  x-080جا) (  O -080جتا)  + ( O -90جتا) (x +080جتا)

   الحل

   جتاO  ٌضالبة  لرا فإ O الجالح او  تكع فى السبع الجاىى

السبع  تكع فى  O اصػس شآّة مْدبة  لرا فإٌ O  ّلكً

 الجاىى

   ظاx   ٌمْدبة لرا فإx تكع فى السبع الاّل اّ الجالح  

 ٍى أكبر شآّة مْدبة لرا فإىَا تكع فى السبع x ّلكً

 الجالح

 

 

 

 

 

 

 

 ( x-080( جا)O  -080جتا)  + ( O -90( جتا)x+080جتا)

  xجا ×   (Oجتا  -)+    Oجا ×   xجتا  -=  

  xجا ×   Oجتا    -   Oجا ×   xجتا  -= 

  =- (-
5

4
 × )

8

25
  - (-

7

25
 × )-

3

5
  

  =
32

125
 - 

21

125
  =

11

125
  

 

شآّتين دادتين مْدبتين   h  ،f إذا ناىت :7مثال 

 :  أّدد قٔن٘  f  =4ظتا  h  =4     ،00قا 5   ّناٌ  

  fجا  hجتا  +  fجتا  hجا

 ل الح

 بإضتخداو ىظسٓة فٔجاغْزخ ىْدد الأضلاع الياقصة حٔح 

=  hقا 
5

4
 D جتاh =

4

5
ظتاب=       

5

12
 D  = ظاب

12

5
 

 

  

E قٔنة المكداز  

 = fجا hجتا  +  fجتا hجا

=
3

5
×

5

13
   +

4

5
 ×

12

13
    =

15

65
 +

48

65
  =

63 48 15

65 65


 

 

 : إذا ناىت  :8مثال 

   أصػس شآّة مْدبة f حٔح  f  +05  =0جا 04 

   أكبر شآّة مْدبة  O  حٔح O  +00  =0ظا 4

H f ، O J ]0  ،060 [  

 أّدد قٔن٘ :

 (  O -060( ظا)f +060قا)  -( O -90( ظتا)f+080( قتا)0)

  ( O+  070( قتا)f – 070( ظا) O+ 070( ظتا)f+ 90( قتا)0)

    الحل

f  =- 24جا   f  +05  =0  D جا 04

25
 

  E f  فى السبعين الجالح ّالسابع 

  فى السبع الجالح E f    مْدبة أصػس شآّة f ّلكً

 

O  =- 12ظا  O  +00  =0 Dظا 4

5
  

 E O  فى السبعين  الجاىى ّالسابع  

  فى السبع السابع  E O    أكبر شآّة مْدبة f ّلكً 

 
 إضتخدو ىظسٓة فٔجاغْزخ                             

                    

 

 

 

 (  O -060( ظا)f+ 060قا)  -( O -90(  ظتا)f +080( قتا)0)

 ( =  Oظا  -قاب )  –  Oقتاب  ظا  -=  

  =
12 25 12 25

( )
5 7 5 24

   
     = 

5 5
12 12

7 24
   =   

5 5
12

7 2
   =  

60 5

7 2
    

  =
85 120 35

14 14

 
    

 ( ٍتسوك ىيطاىة 0)

c 

07 8 

- 04  

i 

g و 

h

  5  

4  0  

f

  4  

00  
00  

f

  -05 

- 7 

04 

4 

00 

O 

-00 

O 

04 8 

- 7  

i 

g 

x  

-0 

-5  

4 




